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Medvegyev Péter Stochastic Integration Theory cimd koényve 2007-ben jelent meg az
Oxford University Press kiaddsdban, az Oxford Graduate Texts in Mathematics sorozat
14. koteteként. A cimet fordithatjuk Sztochasztikus integralelméletként, de érdemes megll
jegyezni, hogy a konyv nemcsak integralelmélettel foglalkozik, hanem altaldban azzal a
matematikai teriilettel, amit sztochasztikus analizisnek (is) szokas nevezni. A témakor
elsddleges célkdzonségét olyan olvasok alkotjak, akik matematikai vagy egyéb kvantitall
tiv teriileteken tanulnak, oktatnak, illetve kutatnak. A konyv olyan kozgazdaszok, elsdl
sorban a pénziigyesek (befektetéselemzdk, kockazatkezelSk) korében is érdeklddésre tarthat
szamot, akik szeretnének elmélyiilni a kérdéskor megértésében.

A sztochasztikus analizis az elmiilt évtizedekben keriilt a matematikusok és a kvantitall
tiv pénziigyekkel foglalkozé kozgazdaszok figyelmének kozéppontjaba. Ez elsGsorban
annak koszonhetd, hogy a matematikai pénziigyek taldn legnépszertibb kérdéskore, a
szarmaztatott termékek arazdsanak elmélete a sztochasztikus analizis eszkozeit és eredl
ményeit hasznilja fel. Ennek a kozgazdasagi elméletnek az alapkoveit Fischer Black,
Robert Merton és Myron Scholes tették le 1973 kortil. A kérdéskor 1997-ben szimbolill
kusan is bevonult a kdzgazdasagtan ismert és elismert témai kozé, ebben az évben vehetll
te 4t ugyanis Merton és Scholes a kdzgazdasagtani Nobel-dijat (Fisher Black akkor mar
nem élt). A pénziigyi piacok fejl6dése, az Gjabb és Osszetettebb szarmaztatott termékek
megjelenése, a kifinomult kockédzatkezelés fontossagat jelz6 pénzigyi cs6dok és botrall
nyok egyre érdekesebb és egyre tobb gyakorlati jelentdségd kérdést szolgaltattak a téma
irdnt érdekl6dd kutatok szamara. Mindezek hatdsara matematikusok és fizikusok kezdtek
pénziigyi kérdésekkel foglalkozni, a pénziigyesek pedig sztochasztikus analizist tanulni,
vagy legalabbis ismerkedni a teriilettel. Medvegyev Péter most megjelent munkéja segitl
ségiikre, segitségiinkre lehet ebben a torekvésben.

A konyv nagyban tdmaszkodik a szerz6 magyar nyelven mar megjelent, Sztochasztikus
analizis cim( konyvének anyagara. Tartalmilag az Ito-formuldval és a fiiggetlen novekl
ményd sztochasztikus folyamatokkal foglalkoz6 fejezetekben taldlkozunk a legtébb j monl
danivaléval, szerkezetileg azonban a tobbi rész is megujult. A legfontosabb kiilonbség,
hogy az integralelméletet mas tton, mas megkdzelitésben épiti fel a szerz§. Ez nemcsak a
sajat korabbi konyvéhez képest tekinthetd djitdsnak, hanem a nemzetkdzi szakirodalomban
bevett targyalasi modoktdl is eltér. Az Gjitas célja természetesen az volt, hogy a bemutatott
matematikai konstrukci6 egyszertibb és konnyebben megérthetd legyen.

A konyv elsé fejezete a sztochasztikus analizis elméleti alapjait targyalja. A sztochaszl
tikus folyamatok leglényegesebb fogalmainak bemutatdsa utin a megdllasi idék, a
martingalok és a lokdlis martinglok elméletérdl esik sz6. Az egész konyvet attekintve
ebben a részben taldlkozhatunk a levezetések mellett a legtobb szoveges kitérével és
illusztrativ magyarazattal. Erre sziikség is van, hiszen az alapvetd definicidk, példdul a
mérhetdségi és folytonossdgi megkdtések pontos elsajatitidsa elengedhetetlen a késdbbi
fejezetek megértéséhez. Szintén ebben a fejezetben esik sz6 az integralelmélet felépitése
soran alapvetdnek szamité Doob-egyenlStlenségekrdl, valamint a kiilonboz6 fiiggvénytell
rek és konvergenciafogalmak kapcsolatarol.
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A kovetkez6 harom fejezet 1€pésrdl 1épésre épiti fel, illetve terjeszti ki egyre szélesebb
folyamatosztalyokra a Riemann- és Stieltjes-integralok altalanositdsanak tekinthetS Ito-inl
tegral fogalmat. Ezeket a részeket tekinthetjiik talan a sziikebb értelemben vett sztochasztill
kus integralelmélet kidolgozasdnak. Néhany mondat erejéig érdemes itt kitérni arra, hogy
miért van sziikség a kvantitativ pénziigyekben integralfogalmakra. Az integrilokat legegyll
szerdbben stlyozott 6sszegek hatarértékeként lehet elképzelni, az integralelmélet felépitése
soran pedig elsdsorban arra a kérdésre keressiik a vélaszt, hogy mit és mivel silyozhatunk
0ssze ahhoz, hogy az integral - valamilyen értelemben - 1étezzen. A sulyokat ad6 folyamal
tot integratornak, a stlyozand¢ értékeket integrandusnak nevezziik. A tipikus kozgazdasagi
alkalmazasok sordn az integrator szerepét pénziigyi eszkdzok arfolyamai toltik be, mig az
integrandus azt mutatja meg, hogy mekkora az ardnya ezeknek az eszkdzdknek a
portfolionkban. Az integral értéke igy a befektetésiinkon elért kumuldlt nyereség, illetve
veszteség lesz. A probléma matematikai nehézségét az adja, hogy azokkal a folyamatokkal,
amelyeket a pénziigyi modellezésben hasznalunk, a hagyomanyos, elemi analizisbdl ismert
integralelmélet nem mikodik. Igy valik sziikségessé ennek az elméletnek a médositésa és
altalanositasa. Ez az altalanositds elsdsorban azt jelenti, hogy olyan konstrukciét alkotunk,
amelyben az integrator szerepét bizonyos szempontbdl kellemetleniil viselked§ folyamall
tok, nevezetesen négyzetesen integralhatd lokalis martingalok és szemimartingalok is bel
tolthetik. Az integralelmélet felépitése kapcsan ezekben a fejezetekben sor keriil a lokalis
martingalok struktirajanak jellemzésére, illetve a kiterjesztett integralfogalom tulajdonsad
gainak levezetésére is. Szintén itt taldlkozhatunk a sztochasztikus analizisben jelentds szell
repet betoltd kvadratikus variacio és eldre jelezhet6 kompenzator fogalmakkal.

Az 6todik fejezet érdekessége, hogy a Doob-Meyer-felbontést csak itt, az egyéb tétel
lek kozott tirgyalja a szerzG. Az integralelmélet hagyoméanyosnak nevezhetd felépitése
ugyanis ebbdl a tételbdl indul ki, a nevezetes 0sszefliggés a szerzé magyar nyelvid konyl
vében is az els§ fejezetben szerepel. A Doob-Meyer-felbontds azonban, sajnos, meglel
hetGsen nehezen feldolgozhat6 tétel, igy kiiktatdsa a konstrukciébdl igencsak megkonnyiti
az olvas6 dolgat.

A hatodik fejezetben keriil sor az Ito-formula, valamint Girszanov-tétel ismertetésére.
A tételek bizonyitdsa utdn példak és alkalmazasok segitik az olvasét az eredmények megl
értésében és hasznalatuk elsajatitisdban. Ez a két tétel tekinthetS a kvantitativ pénziigyek
és kiilondsen az eszkdzarazasi elmélet alapjainak, igy kozgazdasagi szempontb6l a hatold
dik bizonyul a konyv legfontosabb fejezetének. Ezeket az oldalakat minden matematikai
pénziigyekkel foglalkozé olvasé haszonnal lapozgathatja — tananyag helyett inkabb kézill
konyvként.

A hetedik és egyben utolsd fejezet a szemimartingdlok osztdlya utidn a sztochasztikus
folyamatok masik nagy jelentGségi csoportjaval, a fiiggetlen novekményd folyamatokkal
foglalkozik. Itt kertil targyaldsra példaul az operacidkutatasi, kockazatkezelési és aktuariusi
modellezés soran gyakran hasznalt Poisson-folyamatokkal kapcsolatos tobb kérdés, illetl
ve a nevezetes Lévy-Hincsin formula is.

A fiiggelék elsGsorban a konyv gondolatmenetébe szervesen nem illeszkedd vagy részll
letesen targyalni nem kivant témakoroket tartalmaz. Itt talalhaté a mértékelmélet néhany
alapvetd tétele, valamint a Wiener- és Poisson-folyamatok tobb alapvet§ tulajdonsagat
bemutaté allitds és példa. Ezek koziil kiilon felhivjuk a figyelmet a Wiener-folyamattal
foglalkoz6 részre, mivel ennek a folyamattipusnak meghatarozé jelentGsége van a pénzll
iigyi modellezésben.

A konyv anyaganak teljes kord feldolgozdsdhoz és megértéséhez természetesen sziikl
séges, hogy az olvasé rendelkezzék bizonyos matematikai eldismeretekkel. A sztochaszl
tikus analizis leginkdbb a val6szindségszamitas, a mértékelmélet és a funkcionalanalizis
fogalmaira, tételeire és eredményeire épit. Ezeknek a tudomanyteriileteknek a legfontol
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tasdhoz. Ilyen alapvetd Osszefiiggéseknek szdmitanak példdul a majordlt és a monoton
konvergencia tételei, a Fatou-lemma, a Riesz-tétel vagy a Fubini-tétel. Mivel ezek a
tételek nem tartoznak szorosan a sztochasztikus analizis témakoréhez, a szerzG ismertetél
stikre kiilon nem tér ki, feltételezi, hogy az olvasé tisztdban van veliik. Ez azonban
semmiképpen nem jelenti azt, hogy a fent emlitett teriileteken kevésbé jartas érdekl6ddk
nem forgathatjdk haszonnal a kdnyvet, hiszen a sztochasztikus integrilds elméletének
felépitését, a konstrukcid ivét és 1ényegét a bizonyitasok teljes kord elsajatitasa nélkiil is
meg lehet érteni.

A matematikai elGismeretek koziil a konyv megértése szempontjabol az a legfontol
sabb, hogy az olvasonak kell§ rutinja legyen az erre a teriiletre jellemzd absztrakt nyeld
vezet megértésében. A konyvet ugyanis - a téma miatt nem meglep6 médon - erds
formalizmus jellemzi, részletes kisérdszovegekre ritkdbban szdmithatunk. A hosszabb
magyarazatokat inkabb a konyv elején, a bevezetd jellegli részekben taldljuk, a szerzd
ugyanis nagy hangsulyt helyez arra, hogy az alapokat kell§ biztonsaggal elsajatitsa az
olvasé. Lényeges megjegyzéseket taldlhatunk tovabba az elmélet kozgazdasagtani, elsSl
sorban pénziigyi szempontbdl fontos pontjainal. Megismerhetjiik példaul a pénziigyi inl
terpretacidjat annak, hogy miért kell az Ito-féle integral kozelit§ 6sszegeiben - szemben
a hagyomanyos Riemann-integrallal — a tesztpontot az intervallum elején valasztani; illetd
ve megtudhatjuk, hogy mit jelent a nullmértékd halmazok bosszija. A lehetséges olvasok
kozott mindezek ellenére akadnak majd olyanok, akik tobb szoveges segitséget igényelll
nének a levezetések kozben, ezek a kiegészitések és megjegyzések azonban valdszintleg
kezelhetetlen méretivé novelték volna a kdnyvet.

A tételek és fogalmak kozotti kapcsolatok tisztabb atlatasat, az olvasé eligazodasat a
szovegben jol kovethets, részletes labjegyzetek segitik. A tdrgymutatd szintén kell6en
részletes, sokkal jobban hasznalhat, mint a magyar nyelv(i konyvben. Hidnyzik ugyani
akkor egy, a fontosabb jeloléseket tartalmazd Osszefoglald jegyzék, amely kiilondsen
azokat az olvasdkat segitené, akik nem linedrisan olvassdk az anyagot, annak csupan
egyes pontjait szeretnék megismerni vagy feleleveniteni.

A konyv irodalomjegyzéke feloleli a sztochasztikus integralds és az ehhez kapcsol6dd
matematikai teriiletek legfontosabb problémakéreit, témdit. Mindenképpen hasznosnak
tartjuk, hogy a szerzé els6dleges forrasokra, a sztochasztikus analizis nagyjainak (a tell
jesség igénye nélkiil Doob, Doléans, Ito, Meyer) munkdira hivatkozik, igy az irodalomi
jegyzék alapos tanulmanyozasaval egyfajta torténelmi attekintést is kaphatunk a teriilet
fejlédésérdl. A téméaban még jobban elmélyiilni vagyd olvasénak hasznos tandcsokkal
szolgél a szerz$ a Jegyzetek és megjegyzések cimd részben, ahol tobb, hasonld témaban
megjelent konyvre is felhivja a figyelmet, és rovid utmutatést is ad arra vonatkozdan,
hogy milyen targyalasi modokra lehet szamitani ezekben a miivekben.

Medvegyev Péter az eldszoban tett vallomasa szerint fSleg azért kezdte el irni ezt a
konyvet, mert meg akarta érteni a sztochasztikus analizis kérdéseit és Osszefliggéseit.
Igazan o6romteli, hogy a megértésig vezet§ Ut tapasztalatait és a benne mar letisztult
elméletet olyan formdba Ontotte, amely nekiink olvasdknak is segithet hasonld célok
elérésében. )
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