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OTTUCSAK GYORGY-VAJDA ISTVAN

Empirikus portfoliéstratégiak

A cikk olyan uj szekvencialis befektetési stratégiakat mutat be, amelyek altalanos
feltételek mellett garantaljak a befektet6 szamara az aszimptotikusan optimalis holl
zamszint elérését. A stratégiak analitikus és empirikus tulajdonsagait is attekintjik.
Az analitikus eredmények ramutatnak arra, hogy a stratégiak aszimptotikus hozam(]
szintje stacionarius és ergodikus piacokon egybeesik a logoptimalis hozamszinttel,
amelyet csak a piaci arakat generalé hattérfolyamat teljes egyuttes eloszlasanak is[]
meretében érhetnénk el. Osszehasonlitjuk az alkalmazott modellt a hagyomanyos
Markowitz-féle portféliéelmélettel.*

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: G11.

A cikkben a pénziigyi piacokon alkalmazhatd szekvencidlis befektetési (portfolidvalasztasi)
stratégidkat mutatunk be. Szekvencidlis stratégian olyan kauzilis stratégiat értiink, amely
a piacrol rendelkezésre all6 multbeli adatokat hasznalva, minden kereskedési periddus
(nap) végén megvaltoztathatja a portfoliot, azaz a tSkét Gjraoszthatja a rendelkezésre allo
értékpapirok kozott. A befektetd célja, hogy hosszi tdvon anélkiil maximalizalja a vall
gyonit, hogy ismerné a részvényarfolyamokat generalé hattérfolyamat eloszlasat. Szemi
ben a klasszikus modellekkel, amelyek a piac mikddésének a leirdsara erds statisztikai
feltételezéseket tesznek, az ismertetett modellekben a matematikai vizsgalatok soran haszl
nalt egyetlen feltétel az, hogy a napi hozamok staciondrius és ergodikus' folyamatot
alkotnak. E feltétel mellett az aszimptotikus novekedési ratanak (napi atlagos hozami
szintnek) egy jol definidlt maximuma van, amely elérhet§ a folyamat eloszlasanak ismell
retében (lasd Algoet-Cover [1988]).

Léteznek univerzdlisan konzisztens modszerek (pontos definiciot 1asd kés6bb), amel
lyek az emlitett aszimptotikusan optimalis hozamszintet elérik anélkiil, hogy barmilyen
el6zetes ismeretiik lenne a folyamat eloszlasar6l (lasd Algoet [1992], Gyorfi-Lugosi-
Udina [2006] és Gyorfi-Schdfer [2003]). A cikkben attekintjiik azokat az univerzalisan
konzisztens stratégidkat, amelyek nemcsak az optimdlis aszimptotikus novekedési ratat
garantdljak staciondrius és ergodikus folyamatok esetén, hanem (véges idejd) szimulacill
ok esetén is j6 eredményt érnek el. A szimuldcidok sordn az algoritmus teljesitményét a
New York-i Ertéktézsde (NYSE) referencia-adathalmazan vizsgaltak.

* A szerzGk szeretnének koszonetet mondani Gydrfi Ldszlonak a cikk tobbszori alapos atolvasasért és
hasznos tandcsaiért.
' Részletesen lasd Medvegyev [2002] 12.5.2.fejezet.
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(oti@szit.bme.hu).
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A szimulaciés eredmények aldtdmasztjak, hogy a javasolt médszerek képesek megl
talalni és hatékonyan kiaknazni a részvényarak kozotti rejtett és bonyolult 6sszefiiggél
seket.

El6szor a logoptimalis portfoliostratégiat ismertetjiik, attekintjiik az alkalmazott mol
dellek matematikai hétterét és az ahhoz kapcsol6d6 eredményeket. Majd mint lehetséges
portfélidvalasztasi stratégidkat bemutatjuk a hisztogram, a magfiiggvény és a legkozelebl
bi szomszéd alapu becslSket. Ezt kdvetSen 0sszehasonlitjuk a logoptimélis és Markowitzl
féle portfolidstratégiat. Végiil osszefoglaljuk a cikkben bemutatott eredményeket.

Matematikai modell

A cikkben vizsgélt részvénypiaci modellt alkalmazta tobbek kozott Breiman [1961], Algoet-
Cover [1988] és Cover [1991]. Tegyiik fel, hogy a piacon d darab részvény van, és a
t6kénket minden egyes nap elején szabadon djraoszthatjuk a részvények kozott. A vizsl
géalatok sordn nem haszndljuk a kozgazdasigi modellekben gyakran alkalmazott feltel
vést, hogy az egyik értékpapir kockdzatmentes. Jelolje x = (x,...,x”)e R? a hozaml
vektort, amelynek j-edik komponense, x>0, a j-edik részvény zir6 4rainak aranyat
fejezi ki az adott nap és azt kovetd nap kozott. Mas széval: x azt mondja meg, hogy az
adott nap végén a j-edik részvénybe fektetett egységnyi téke mennyit ér a kdvetkezd nap
végén. Az x tehat egy 1 koriili szam.

A befektetd minden egyes kereskedési periddus elején diverzifikdlja a t6kéjét egy
b=(b",...,b'") portféliévektor szerint. A b j-edik komponense, b azt mondja meg,
hogy a befektet§ a j-edik részvénybe tdkéjének hanyad részét fekteti be. A cikkben fell
tessziik, hogy b portfélidvektor nem negativ komponensekbdl all, amelyeknek 6sszege 1,

azaz ijl b =1. Az utébbi feltétel azt jelenti, hogy a befektetési stratégia dnfinanszirol

z0, az el6bbi pedig a rovidre eladasi (short sale) lizleteket zarja ki. Jelolje S, a befektetd
kezdeti t8kéjét, ekkor a t6kéje egy nap milva

d
S, =8, bx" = 8,(b,x),
j=1
ahol (- -) a skaldrszorzatot jelSli.

Hosszu idejd befektetések esetén a piac véltozasat x,, X,,...€ Rf hozamvektor-sorol
zattal jellemezhetjiik. Az x, hozamvektor j-edik komponense, x!”, azt mondja meg,
hogy a j-edik részvénybe fektetett egységnyi t6ke mennyit ér az i-edik nap végén. Minll
den k < i esetén az x, roviditést hasznaljuk a hozamvektorok (x,, ..., X;) sorozatara, és
jelolje A, az dsszes be R? nemnegativ komponensd vektor szimplexét, amely kompol
nenseinek az Osszege 1. Egy B={b,, b,, ...} befektetési stratégidt leir6 fliggvényeknek
egy sorozata

b (R = A, i=1,2,..

gy, hogy b,(x\™") jeloli a befektets 4ltal az i-edik napra a piac korabbi viselkedése
alapjan vélasztott portfoliovektort. Az egyszertség kedvéért a késGbbiekben a kovetkezd
jeldlést haszndljuk b(x!™") =b,(x\™M).

Az S, kezdeti t6kébdl kiindulva, az n-edik nap végén a B befektetési stratégia t6kéje

n . " log(b(xi), .
S, = S0H<b(xi‘ N, Xi> = Soez‘:1 R Sy ™,
i=1

ahol W (B) az atlagos hozamszint (ndvekedési rata)
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W,(B) = 3 log(bix "), ).
i=1

Nyilvanvaldan, S, = S (B) maximalizdlasa ekvivalens W (B) maximalizaldsdval.

A szekvencidlis befektetések elméletében a piac viselkedésének modellezésére két {6
megkozelités 1étezik. Az egyik, amikor a hozamvektor x|, X,, ... tetszleges értékeket
vehet fel, és nincsen sztochasztikus feltevésiink a részvényarakat generald hattérfolyall
matrol.” Az ilyen x,, x,, ... sorozatot individualisnak is nevezik. Ennél a megkozelitésnél
az elért vagyont a referenciastratégiak (szakért6k) egy osztalyaval hasonlitjak 6ssze. Péll
daul Cover [1991] a konstans Ujrastlyozott portfoliok (Constantly Rebalanced Portfolios,
CRP) osztilyat vizsgalta, ahol B befektetési stratégidk b(x|™") fiiggvényei egyenldk egy
fix portflibvektorral, amely fiiggetlen i-t6l és a multt6l, x| '-t6l is. Az adott periddusra
a legjobb konstans djrasilyozott portf6liot csak utdlag lehet meghatarozni, tehat ez nem
kauzalis stratégia. Cover megmutatta, hogy létezik B befektetési stratégia (igynevezett
univerzalis portf6li6’), amelynek a teljesitménye ugyanolyan j6, mint a legjobb konstans
Ujrasudlyozott portfélio teljesitménye a kovetkezd értelemben:

W (B) > maan(C)—[d_l logn+o(1)]
Cec 2n n

minden lehetséges x| hozamvektorra, ahol C a konstans tdjrastlyozott portfoliok osztal
lya. Vagyis ennek a nem elSrelatd, azaz kauzalis, stratégidnak az atlagos hozamszintje

(d-1logn
n

legfeljebb egy -es hibatagban marad el a legjobb eldrelatd (nem kauzalis)

konstans tdjrasulyozott portf6lié novekedési ratajatdl. A labjegyzetben emlitett referencill
ak ezt az eredményt terjesztették ki kiilonbozSképpen.

A kovetkez§ egyszert példa demonstralja a konstans ujrasulyozott portf6lidk erejét
Helmbold és szerzotdrsai [1998].

1. pELDA. Legyen 2 részvény a piacon, az egyik kockazatmentes értékpapir, amelynek
nincs hozama, illetve a masik egy nagy volatilitdsi részvény. Minden paros napon a
részvény értéke megduplazodik, és minden paratlan napon a részvény értéke megfelezdl
dik. Az els6 értékpapir hozamvektora 1, 1, 1, ... a masodiké 1/2, 2, 1/2, 2, .... Egyenl
ként egyik értékpapir sem tudna 2-es faktornil nagyobb hozamot realizlni, de ha pénl
ziinket egyenlGen helyezziik el a két értékpapirban, azaz az egyenletes b = (1/2, 1/2)
portf6lidt hasznaljuk, akkor exponencidlis novekedést tudunk elérni. A paratlan napokon
a vagyon csokkenése 1/2X1 + 1/2X1/2 = 3/4, mig paros napokon a ndvekedés
1/2X1 + 1/2X2 = 3/2, azaz 2n nap utan a hozam (9/8)".

A fenti megkozelités elénye, hogy nem hasznal a piac lefrdsara bonyolult statisztikai
modelleket, és az eredmények minden lehetséges x; sorozatra fenndllnak. Ebbdl a szeml
pontbdl ez a megkozelités nagyon robusztus, masfel6l azonban nehéz kovetni a referenl
ciaosztalyban 1év6 legjobb stratégia viselkedését. Példaul a legjobb konstans tjrasilyol
zott portf6lié aszimptotikusan optimalis, ha az x|, ..., x, hozamvektor-sorozat fiiggetlen

és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozokbol allo vektorsorozatnak egy realizacidja (1asd

* Lasd példaul Cover [1991], Cover-Ordentlich [1996], Singer [1997], Helmbold-Schapire-Singer-Warmuth
[1998], Ordentlich-Cover [1998], Vovk-Watkins [1998, Blum-Kalai [1999], Borodin-El-Yaniv-Gogan [5],
Cesa-Bianchi-Lugosi [2000], Cross-Barron [2003] és Stoltz-Lugosi [2003].

? Nem szabad sszekeverni a késGbbiekben bevezetésre keriil§ univerzalisan konzisztens portfolidstratégiaval.
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lentebb). Nem j6l hasznalhatd viszont abban a valds piac mikodéshez joval kozelebb allo
esetben, ha a kiilonbozd kereskedési periddusokban 1évé hozamvektorok kozott erds,
példaul Markov-tipusu, statisztikai fliggések vannak. Megoldasként a szakért6knek nall
gyobb referenciaosztilyait is vizsgéltdk, de hasonlé korlitokba titkoztek {lasd példaul
Cover-Ordentlich [1996], Singer [1997] és Cross—Barron [2003] kapcsolgatds portfélidja
(switching portfolios)}.

A masik, szokdsos megkdzelités, hogy feltessziik a hozamvektorrdl, hogy valamilyen
statisztikai modellel leirhaté véletlen folyamatbdl szdrmazik. Ennek a klasszikus nézd0
pontnak az az elénye, hogy minden folyamat esetén elvileg meghatirozhat6 egy optimal
lis stratégia (részletesen 1asd késdbb), amely fiigg a folyamat ismeretlen eloszlasatol.
Mind idében, mind a részvényarak kozott azonban bonyolult fiiggdségek lehetnek, amel
lyek nagyon megnehezitik a statisztikai modellek készitését.

A cikkben 6tvozziik a fenti két megkozelitést. Annak ellenére, hogy feltessziik: a
hozamvektor egy véletlen folyamat realizacidja, nem tételeziink fel semmilyen paramétell
res struktirat az eloszlasrdl vagy az id6beli fliiggésekrdl. Az altalunk bemutatott modell
nem paraméteres statisztikan alapszik, az egyetlen feltevés, amit hasznilunk, hogy a piac
staciondrius és ergodikus, amely megenged tetszélegesen komplex eloszlasokat. A vol
natkoz6 eredmények f6 iizenete, hogy léteznek nem paraméteres befektetési stratégiak,
amelyek hatékonyan feltarjadk a multbeli adatokban 1év{ rejtett 6sszefiiggéseket, és ezell
ket kiaknazva képesek gyors vagyonndvekedést elérni.

Logoptimdlis portfolio

Tegyiik fel, hogy x,, X,, ... az X, X,, ... véletlen valdszintiségi valtozok realizacidja,
amelyek egy vektorértékd staciondrius és ergodikus folyamatot {X,}~ alkotnak!* Az
Algoet [1992]-ben és az Algoet-Cover [1988]-ban meghatarozott alapveté korlatok ramull
tattak, hogy az igynevezett logoptimalis portfolio B" ={b"()} a legjobb valasztis. Forll
malisan, az n-edik kereskedési periédusban jellie b'(\) a logoptimalis portfoli6t:

E{log(b"(X/™), X, ) | X }= maxE{log<b(X” h.X,) X0

ahol E{ | X"} =E{|X,,X,,..., X, ,} a miltbeli hozamvektorok szerint vett feltételes
véarhat6 értéket jelenti.’

Ha 4ltaldnos esetben S, =S,(B") jeloli a B” logoptimalis portfélidstratégiaval elért
t6két n nap utdn, akkor minden tetszéleges B befektetési stratégia altal elért S, = S,(B)
vagyonra és {X,}”_ tetszGleges staciondrius és ergodikus folyamat esetén

llmsup1 z” <0 1 valészindséggel (1)
és e !

}lgmwllogS =W" 1 val6szintiséggel
ahol

W= E{ max E{log<b(XZL), X0> | X }}
b()

a logoptimadlis befektetési stratégia ndvekedési ratija.
* A fenti feltételek mellett vizsgalta példaul Breiman [1961], Algoet-Cover [1988], Algoet [1992], Walk-

Yakowitz [2002], Gydrfi-Schdfer [2003] és Gyorfi-Lugosi-Udina [2006] a portfolidvalasztasi problémat.
* Részletesen lasd Medvegyev [2002] 9.1.3. fejezet.
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Az (1) egyenl6tlenség alapdtlete a kovetkezd. Tekintsiink egy tetszéleges B stratégiat
és a hozza tartozd vagyont, S -t, ekkor az atlagos napi hozamszintet bontsuk fel a kovetl
kez8képpen:

1 1 N 1&, 14

~logs, =;§log<b<xl 1>,X,->=;;Zi+;§n 0))
ahol

Z, =log(b(X(™), X,) - E{log(b(X{™), X,) | X' |
és

Y, = E{log<b(Xi’l), Xi> | Xffl}-

Ekkor Z,, Z,, ... egy ugynevezett martingaldifferencia-sorozat,” amelyre igen 4ltalal
nos feltételek mellett
lileZi =0 1 valésziniséggel.
i=1

n—e p =

Kovetkezésképpen LlogsS, aszimptotikus viselkedését az %ZZ;Y,. Osszetevl viselke-
dése hatdrozza meg. Ugyanakkor b definici6ja miatt

3x = Seflos(bex . X))
< %Z:‘nl}(a)x E{log(b(X ™), X, )| Xi |

_ %Z‘E{log@*(xi"), X,)| X',

ami viszont az llogS, aszimptotikus viselkedésének felel meg. Tehat nincsen olyan
befektetési stratégia, amelynek aszimptotikusan nagyobb a hozamszintje, mint a logoptil
maélis portfélionak.

A b’ definiciéjabol kovetkezik, hogy fiiggetlen és azonos eloszlasd piacok esetén b’

konstans, és W' = max, E{log(b, X,) }, ami azt mutatja, hogy ebben az esetben a

logoptimélis portf6lié egybeesik a legjobb konstans wjrasilyozott portfolioval.’
Tekintsiik az 1. PELDA egy sztochasztikus verzidjat (Cover [1991])!

2. pELDA. Legyen X = (X,, X,) a hozamvektor és b = (b, 1 - b) a portfolidvektor. Az
egyik értékpapir hozama konstans 1, a masiké 2 vagy 1/2 értéket vesz fel 1/2, 1/2 valdll
szindséggel. Formdlisan P(X; =1) =1, mig P(X, =2) =P(X, =1/2) =1/2. Tegyik fel
tovabba, hogy X, X,, ... fiiggetlen és azonos eloszlasu tagokbdl 4ll6 sorozat! Ekkor a
logoptimélis portf6lidban az els§ értékpapir ardnya:

b* = arg max E{log((h, 1-b), X)} = argmax E{log(b + (1 - b)X,)}
b b

¢ Részletesen ldsd Medvegyev [2002] 9.2.3. fejezet.
7 Breiman [1961], Kelly [1956], Latané [1959], Finkelstein-Whitley [1981], Barron-Cover [1988], Morvai
[1991], [1992], Mori [1982], [1986] és Mori-Székely [1982].
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1 b 1 1
=argmax| —log| —+— |+ =log(2—-b
gr X(z g(z 2) 5 1og( ))
_1
2

Azaz a logoptimalis portf6lié b* = (1/2, 1/2), amelynek a napi varhatéhozama:
1 1 9
Eyb, X)j=—+=E{X,}==.
b, X)}=—+ S E{X} =2

Természetesen, altalanos esetben a logoptimalis portfolid meghatdrozasahoz a folyal
mat (végtelen dimenzids) eloszlasanak teljes ismerete sziikséges. A késébbiekben azokat
a befektetési stratégidkat, amelyek aszimptotikusan elérik az optimélis W' hozamszintet,
az eloszlas ismerete nélkiil univerzéalisan konzisztensnek nevezziik. Pontosabban, egy B
befektetési stratégidt univerzdlisan konzisztensek nevezink az {X,}”. staciondrius és
ergodikus folyamatok egy osztdlyan, ha az osztilyban minden folyamatra

lim llog S.(B)=W" 1 valoszindséggel.

n—e g

Megjegyzések a logoptimdlis portfoliohoz

Szamos kozgazdisz nem értett egyet az [E{log Sn} mint cél maximalizdlasaval, és tobbl
nyire a hasznossagelmélet oldalarol inditottak tdmadast a logoptimalis portfolidvalasztas
ellen. Az eddigi altalanos feltételekkel szemben (stacionarius és ergodikus hozamok)
ebben az alfejezetben joval korlatozobb feltételezéssel éliink, mégpedig, hogy a hozamok
fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. A kritikdk e feltételek mellett sziilettek.

Egy tipikus kritika a kovetkezd. Tételezziik fel, hogy az egyes eszk6zok hozama fiigl
getlen, azonos eloszlast kovet! Jelolje S, a vagyont az n-edik periddus végén, tovdbba
legyen a hasznossig a kovetkez6 mddon adott:

ues,.y)==5;1,

ahol y # 0. Ahhoz, hogy a varhat6 hasznossdgot maximalizaljuk, minden egyes idGpontd
ban azonos portfoliét kell valasztanunk. Jeloljik c-vel az U(-) hasznossagi fiiggvény
véarhat6 értékét maximalizald portfoliot, és legyen d a logoptimélis portfdlid, azaz az a
portfolié, amely maximalizalja az [{logS,} kifejezést tetszSleges n esetén.

Osszehasonlitva a két portfolié teljesitményét az U(-) hasznossagi fiiggvény altal megll
hatarozott mértékben, adodik, hogy

BUGSEY
- . ,
E{U(S;. 1}
ha n — oo (Samuelson [1963]), ahol S¢ az n-edik napig elért vagyona a c stratégidnak.
Ennél valamivel komolyabb ellenérv, de még mindig ugyanazon gondolat ismétlésél
nek tekinthet6 a Merton-Samuelson [1974] szerzéparostdl szarmazé kritika. A szerz6k
megmutattdk, hogy a logoptimélis portf6lié még kozelitGen sem lesz optimdlis a kezdeti
vagyon egyenértékese értelmében. Jelolje

def
ﬂ’.ef(n’ SO) = n-ef
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az f stratégia kezdeti vagyon egyenértékesét az e stratégidhoz viszonyitva, ha
E{U(myS;. Y} = B{UGS,. 1)}

feltéve, hogy S, = 1. Legyen e a logoptimélis stratégia! Jelolje faz U(x, y) = x7 /y(y <1)
hasznosségi fliggvény esetén a varhat6 hasznossagot maximalizalo stratégiat! A logoptimalis
stratégia , kozelitéen” optimdlis ebben a modositott értelemben, ha limm(n, S;) =1 és
T, az id6 csokkend fiiggvénye. o

Tekintve az U(x, y) =x"/y, (y <1) hasznossagi fiiggvényt,

p) f\r 7 f\Y V\"
B!, y)} = G _ EAE)D o
4 4
adodik. Hasonléan kapjuk, hogy
F{U (S5, 7)) = E{(raSp)} _ mh(ESHD" @

14 14
Vizsgaljuk y # 0-at, ekkor (3)-bdl és (4)-bél azt kapjuk, hogy
T = A",
ahol
wr BA(S)"}

A= .
D= Eson

Igy azt kapjuk, hogy
}me Te(n, S,) = oo,
és
o (n, S,) 0.
on

Tehat a logoptimadlis stratégia nem optimalis ebben a mddositott értelemben.

Az ilyen jellegd kritikdkkal az a probléma, hogy figyelmen kiviil hagyjak azt a tényt,
hogy az E{log Sn}—t nem hasznossigi megfontoldsok miatt kell maximalizaljuk, hanem a
kedvez$ aszimptotikus tulajdonsagai miatt. Vegyiik észre, hogy az egyes befektet6k haszl
nossagatodl fiiggetleniil pénzben kifejezve 1 valdszintiséggel a legnagyobb vagyont fogja
biztositani aszimptotikusan. Ugyanakkor, ha mar a logaritmusfiiggvényt hasznossagi fiiggl
vénynek akarjuk tekinteni, akkor ne varjuk, hogy a logoptimalis stratégia egy logaritmustol
kiilonb6z6 hasznossagi fiiggvény szerinti varhaté hasznossagot is maximalizaljon.

Maga Markowitz is olyan metakritérium megtalaldsin firadozott, ami a varhat6 haszll
nossag megszallottjait is meggydzi a logoptimalis portf6lidk aszimptotikus optimalitasardl.
Hitte, hogy a varhaté hasznossdg Neumann és Morgenstern altal bevezetett maximalizall
lasa az 1idvozit6 Gt az optimdlis portfolio kivalasztasara. Markowitz [1976] nem tudl szigod
ru feltételek mellett a logoptimalis portfolidk optimalitasat is igazolta.

Tételezziik fel, hogy minden id6pontban azonosak a befektetési lehetdségek, vagyis a
hozamok fiiggetlenek és azonos eloszlasuak.

A hasznosségi fliggvénnyel kapcsolatban Markowitz csak egy kikotést tesz: ha egy C
stratégidbol szdrmazo vagyonsorozat S = (S,, S°, S5, ...) és egy D stratégidbol szdrmall
z6 vagyonsorozat S” =(S,, S, SP,...) esetén az SC sorozat minden eleme nagyobb,
mint az S” sorozat minden eleme egy bizonyos N utan, akkor U(S€) > U(SP).
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E két feltételezés biztositja a logoptimalis portfoliovalasztas felsGbbrenddségét, amit
Markowitz kovetkezSképpen bizonyit.

Jelolje y; a log(1 + r)-t, vagyis a logszdzalékos hozamot. Jelolje C a logoptimalis
stratégiat, és legyen D egy tetszleges masik stratégia. A logoptimalis stratégia definicill
6jabol adddik, hogy E(yS) > E(y”), minden n-re. Feltehetjiik, hogy az y,, y,, ... fiiggetl
len és azonos eloszlasu valoszindségi valtozok véges p varhato értékkel, igy

liml E (y;—u)=0, 1 valoszindséggel,
el { ey
vagy

n—eo

1im12yi =u, 1 valoszindséggel.
nig
Mivel E(yS) > E(yP), ezért adodik, hogy

18 e 1¢
n;yizn;yi’

minden 7 = N(w)-ra majdnem minden we Q esetén. Alkalmazva y, =log(l+r,)-t kapQ
juk, hogy

lzlog(l +r8) > lztlog(l +r”)
noo nso

minden 7 > N(®)-ra, majdnem minden we Q esetén. igy,
S€ >8P

minden n > N(w)-ra, majdnem minden we Q esetén. Innen a hasznossagi fiiggvényre
tett feltételezésbdl adodik, hogy

U(S,, S, S5,..)=2U(S,, SP, 82, ...) 1 valoszindséggel
és igy
Eu s}z Blus™)}

Univerzalisan konzisztens empirikus befektetési stratégidk

Meglepd tény, hogy létezik univerzalis stratégia a staciondrius és ergodikus folyamatok
tetszGleges osztalya esetén, amit Algoet [1992] bizonyitott. Algoet konstrukcidja azonban
elég komplex, és az elméleti jelentdsége ellenére kicsi a gyakorlati értéke. Algoet bevell
zetett egy egyszerdbb sémat is, és vazlatosan bizonyitotta univerzalis konzisztencijat,
amelynek teljes bizonyitasat végiil Gyorfi-Schdfer [2003] adta meg.

A kovetkez6kben harom univerzalisan konzisztens portfélidstratégiat mutatunk be,
amelyek alapjait az alakfelismerés és a nem paraméteres regresszidbecslés témakorében
jOl ismert moédszerek adjak: a particios becsld, a magfiiggvény alapii becslo és a legkdzell
lebbi szomszéd becslé. Mindharom stratégia alapdtlete, hogy a kodzeli milthoz ,hasonld
mintdzatokat” keres a multban, és ezek alapjan készit becslést a méasnapi részvényarfo-
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s sz

ség éppen a hasonldsag definicidjaban van). A stratégidk alapjainak részletesebb leirdsa
megtalalhaté Devroye-Gyorfi-Lugosi [1996] 9., 10. és 11. fejezetében és Gyorfi-Kohler-
Krzyzak-Walk [2002] 4., 5. és 6. fejezetében.

Hisztogram alapu stratégia

Bemutatjuk Algoet sémdjanak Gyorfi-Schifer-féle valtozatat, az igynevezett hisztogram
alapu befektetési stratégidt mint a kordbban emlitett portfolidvalasztasi stratégidk egy
specialis esetét. Jeldlje B” a hisztogram alapi befektetési stratégiat!

B” konstrukcija a kovetkezd. El§szor definialjuk az elemi stratégidknak (szakértSknek)
egy végtelen osztalyat H™” = {h*"()}-t, ahol k és ¢ indexek pozitiv egészek, k, { =
=1,2, ...

Egy H*” szakértS esetén k a mintaillesztési ablakméretét (lasd késébb), mig ¢ a
kvantalds finomsdgat adja meg. Legyen R?-nek egy particija, 2, = {4,,}, ahol
j=1,2, .., m, amely m, darab diszjunkt halmazbél (cellabdl) all. A H™" szakértd
veszi alapul. Diszkretizdlja (kvantilja) %, particié szerint a ,,muilt” k£ X d dimenzids
vektorat, és meghatdrozza azt a portfélidvektort, amely optimalis azokon a multbeli nall
pokon, amelyeknek a kvantalt k£ hosszi multja egybeesik a mostanival. Formadlisan, jelold
je G, a P, particidhoz tartozd diszkretizal6 fiiggvényt, azaz

GZ(X):j9 X€E A[,j-

Vezessiik be a kovetkezd egyszer(sitS jelolést minden n-re és x| € R% -re, jelentse
G,(x!) a G,(x,),...,G,(x,) sorozatot! Ezutan definidljuk a H*" = {h"""(-)} szakértst

h*?(x!") = arg max IT (b, x;), )

beAa {hcicnG, (xTh)=G, (i)}

minden n > k + 1-re, ha a szorzat nem iires, kiilonben pedig valasszuk az egyenletes
b, = (1/d, ..., 1/d) portfélit. Tehat h'™" diszkretizdlja x|~ szekvencidt a P, partici6
szerint, és megkeresi az Osszes egyezést a miltban az utoljara latott G,(x~,) k hosszi
kvantélt sorozattal. Ezutan kivalasztja azt a fix portfélidvektort, amely maximalizélja a
kifizetést a kvantalt sorozatok utdn kovetkezd napokon.

Az 1. dbra 6sszefoglalja a stratégia csisz6 ablakos miikddését. A vonalkazott téglalapl
ok a multbeli £ hosszd mintaegyezéseket jelentik. A teli karikak a multbeli mintaegyezél
seket kovetd napi hozamok, aminek alapjan az tires karikara, azaz a holnapi hozamra ad
becslést a stratégia.

1. dabra
A csusz6 ablak szemléltetése

k nap

___ [Me e o

0

A B" hisztogram alapt stratégiat a H*" szakértSk kombinalasaval kapjuk, felhaszl
ndlva egy {g,,} valosziniségi eloszlast, amely minden pozitiv egész par (k, ¢) halmall
zén értelmezett ugy, hogy k, ¢, q,, > 0. B” stratégia a H"" szakértSk egyszerd stlyo-
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zasa a multbeli teljesitményiik alapjan a kovetkez8képpen: a befektetG vagyona az ni
edik nap utan

S,(B") =Y q,,,(H"), ©)
k,l

ahol S,(H*") az n-edik nap utin 6sszegyilt vagyont jelenti, amikor H*" portfoliostrall
tégiat haszndlja, és a kezdeti tdke S, = 1. Az S, kezdeti t6két H*" szakért6k kozott a g,
valoszintiségi eloszls szerint oszt]uk szét, azaz S(H"™") = q,S,. Gydrfi-Schdfer [2003]
megmutatta, hogy B” stratégia univerzlisan konzisztens az ergodikus folyamatoknak
minden olyan osztilyira, amelyre igaz E{|log X" |}<e j=1,2,...,d esetén, és a
kvantdlashoz haszndlt particiok teljesitik a kovetkezd két tulajdonségot:

a) a particiok sorozata finomodo, azaz P, , minden celldja egy részhalmaza P, partici6
megfeleld cellajanak, (=1, 2, ... és

b) ha diam(A4) = sup ||x—y || jeloli a halmaz atmérGjét, akkor minden origd kozépl

x,ye A

ponti gémb § < R? esetén

lim max diam(4,;)=0.

{—e0 4, ;NS#0

Szakértok kombindldsa

Az el6ébb bemutatott empirikus stratégia alapotlete a szakértdk (portf6liok) kombinalad

Sa, azaz
5,(8)= 3q,,5,(H),
k0

és az univerzalis konzisztencidhoz azt kell megmutatni, hogy

liminf —logS (B)=W" 1 valészintiséggel.

A bizonyitas két 1épésbdl all. Eldszor azt kell belatni, hogy a kombinaltportfolio- és a
portfélidstratégia-osztalyban 1év6 legjobb portfolié kozott szoros kapcesolat van. Masol
dik 1épés annak a megmutatdsa, hogy a portfélidstratégia-osztalyban a legjobb portfélié
univerzalisan konzisztens. Az elsd 1épés gondolatmenete a kovetkezs

n—eo

lim 1nfllog S,(B) = hm 1nf—log (2 q,.S,(H" /))J

> lim inf —log (sup q,.S,(H" “))

n—eo

— liminf L sup (logg,, +logS,(H""))

H—0

> suplim 1nfllog S, (H"*),

ke o

ezért az eldz6kben taglalt stratégidk esetén azt kell megmutatni, hogy

suphmlnf logS (H*)>W" 1 valoszintiséggel.

n—oeo



634 Ottucsak Gyorgy-Vajda Istvin

Magfiiggvény alapu stratégia

Gyorfi-Lugosi-Udina [2006] vezette be a magfiiggvény alapu stratégiit, amelynek egy
egyszertibb, az egyenletes magfiiggvényhez tartozd, dgynevezett mozgd ablakos valtozall
tat ismertetjiik.

Ugyanugy, mint az el6z§ alfejezetben, a stratégiahoz definidljuk a szakértk egy végl
telen osztalyat H*" = {h™”(-)}-t, ahol & és ¢ pozitiv egészek. Minden fix k, ¢ pozitiv
egészhez vélasszunk egy sugarat, amire igaz r,, > 0 Ggy, hogy minden fix k-ra

limr, , = 0.

{—oco

Ekkor minden n > k +1 esetén definidljuk h*™” szakértst a kovetkezoképpen:

h<k’f)(xf“) = arg max H <b’ x,.),

beds  (h<icn: |xi-xi7HI<n

ha a szorzat nem tres, kiilonben pedig vilasszuk az egyenletes b, = (1/d, ..., 1/d) portf6liot.
Az algoritmus azokat a mintakat tekinti hasonlonak, amelyeknek az euklédeszi tivolsaga
kisebb egy meghatérozott r,, sugarnal.

A szakértSket a hisztogram alapu stratégia esetén bemutatott médon kombinaljuk a (6)
szerint.

Gyorfi-Lugosi-Udina [2006] bebizonyitotta, hogy B* portf6liéséma univerzalisan
konzisztens az ergodikus folyamatok azon osztilyara, amelyre igaz [E{|log X |} < oo
j=12,...4d.

Legkozelebbi szomszéd alapu stratégia
A korabbiakhoz hasonléan definidljuk a szakértSk egy végtelen osztalyat H*” = {h" ()},

ahol 0 < k, /, egészek. Jelolje k a mintaillesztési ablak hosszat, és minden ¢-hez val
lasszuk g, € (0,1)-t tgy, hogy

limg, =0. (7
Legyen
t=|qn]

Minden adott napon a szakért6 megkeresi 7 legkdzelebbi szomszédot a multban.
k, l(n>k+(+1) fix pozitiv egészekre vezessiik be az ¢ legkozelebbi szomszéd (LSZ)
halmazat:

J®O = fi: k+1<i<ndgy,hogy x'! benne van x"~ ¢ LSZ-ja kozott}.
Legyen h*" szakértS definicidja

h*?(x!") = arg max H(b,x).

1
bed,  (ici()

Azaz h%"" szakért§ egy fix portfoliovektor, amely a legkdzelebbi szomszédok elGfordull
lasat kdvetS napokra nézve optimalis.
A szakértdk kombindldsa ugyanugy torténik, mint kordbbi két stratégia esetén [l14sd (6)].
Gyorfi-Udina-Walk [2006]-ben bebizonyitotta, hogy a B"" portféliéséma univerzalisan
konzisztens az ergodikus folyamatoknak azon osztilyara, amelyre igaz [i{|log X" |} < e
j=12,...d.
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Kisérletek a New York-i Ertéktézsde adatain

A bemutatott univerzalisan konzisztens portfolidstratégiakat a New York-i Ertéktdzsde
(NYSE) standard adatsoran vizsgaltak, amelyet tobbek kozott Cover [1991], Singer [1997],
Helmbold-Schapire-Singer—-Warmuth [1998], Blum-Kalai [1999], Borodin-El-Yaniv-Gogan
[2000] is hasznélt empirikus vizsgéalataihoz. Az adatsor 36 részvény napi arait tartalmazza
egy 22 év hosszi peridduson (5651 kereskedési napon) keresztiil 1962-t61 1984-ig.

Vizsgalatok sordn a kovetkez6 feltételezésekkel élnek, amelyeket az ismert kdzgazdall
sagi modellek is alkalmaznak (lasd példaul Markowitz [1952] és Sharpe [1964]):

- a részvények korlatlanul oszthatdk,

- a részvényekbdl korlatlan mennyiség all a rendelkezésiinkre az aktudlis (napi) ron,
azaz tetsz6legesen kevés vagy sok részvényt tudunk venni vagy eladni,

- nincs tranzakcids koltség és

- a befektetd infinitezimalis, azaz a befektetS akcidi nincsenek hatdssal a piac viselkel
désére (ez a feltevés, akkor realisztikus, ha a befektetett vagyon kicsi a piac kereskedési
volumenéhez képest).

A szimulacidk soran (Gyorfi-Lugosi-Udina [2006], Gyorfi-Udina-Walk [2006]) elért
latvanyos vagyonndvekedést (példaul tobb mint 10'*-enes novekedési faktor 22 év alatt a
New York-i Ertékt6zsdén) koriiltekintGen kell értelmezni, mivel a gyors novekedés a
valds piacokon elkeriilhetetleniil maga utdn vonna szdmos reakcidt, amelyet sem az ell
méleti, sem a gyakorlati modellek nem képesek leirni. Az egyszertsitések ellenére ugy
gondoljuk, hogy a numerikus eredmények erds empirikus bizonyitékot nytjtanak arra,

1. tdbldzat
Kiilonbozd befektetési stratégiakkal elért vagyon a Cover [1991] altal hasznalt
NYSE-részvényparokon

Részvények Legjobb sz. [k, (]

Iroquois-Kin Ark Legjobb részvény 8,92 B” 2,3e+10 1,39¢+11 [1, 1]
BCRP 73,70 BY 4,03e+10 9,0le+11 [2, 2]
Orakulum 6,85e+53 BY™ 1,15e+12 1,44e+13 [2, 8]
Cover UP 39,97
Singer AKP 143,7

Com. Met-Mei. Corp Legjobb részvény 52,02 B 162,5 327,8 [2, 1]
BCRP 103,0 B 775,11 4749 [2, 5]
Orakulum 2,12e+35 BY™ 3505 3,14e+4 [3, 6]
Cover UP 74,08
Singer AKP 107,7

Com. Met-Kin Ark Legjobb részvény 52,02 B” 1,33e+10  8,54e+10 [1, 1]
BCRP 144.,0 Bf 1,1le+11 1,41e+12 [3, 3]
Orakulum 1,84e+49 B"™ 4,78e+12 8,25¢+13 [3, 7]
Cover UP 80,54
Singer AKP 206,7

IBM-Coca-Cola Legjobb részvény 13,36 B” 63,8 112,2 [1, 5]
BCRP 15,02 B 476 194,6 [1, 6]
Orakulum 1,08e+15 BY™ 743 296,3 [1, 7]
Cover UP 14,24
Singer AKP 15,05

UP: univerzalis portfolio, AKP: Singer-féle adaptiv kapcsolgatés portf6lio.
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hogy a részvénypiac nem hatékony. Ezt részben azzal magyardzhatjuk, hogy annak ellell
nére, hogy a javasolt modell csak publikus adatokat hasznélt, az altala feltart piaci 6sszel
fiiggések elég komplexek ahhoz, hogy a legtobb kereskedd szamara rejtve maradjanak.

A kovetkezGkben négy részvényparon végzett szimulacidk eredményét mutatjuk be
(Gyorfi-Lugosi-Udina [2006], Gyérfi-Udina-Walk [2006]). Az eredményeket az 1. tabll
ldzat foglalja 0ssze. A gyakorlatban minden szimulaci6 esetén a szakértSk végtelen nagy
osztalya helyett csak egy véges 50 szakért6bdl allo osztalyt hasznéltak. A szakért6k
paraméterei k=1, ..., Kés {=1, ..., L, ahol K=5és L =10.

A tablazat masodik oszlopaban taldlhat6 a két részvény koziil a jobbik altal elért val
gyon, a legjobb konstans Ujrastlyozott portfélidval, egy ordkulummal (ez a legjobb led
hetséges stratégia, amely minden napon a jobb, magasabb hozami, részvénybe fekteti a
vagyont), illetve Cover-féle univerzilis portféliéval (UP) és a Singer-féle adaptiv
kapcsolgatds portfolioval (AKP) elért vagyonnovekedés. A harmadik oszlop tartalmazza
a korabban bemutatott harom univerzalisan konzisztens stratégi4val: a hisztogram (B”), a
magfiiggvény (BX) és a legkdzelebbi szomszéd (B"") alapu befektetési stratégidkkal elért
vagyont. Az Osszes esetben K =5 és L = 10. Az utols6 oszlopban a K X L darab szakérll
t6 kozil a legjobb szakért§ vagyonat és a hozza tartozd paraméterek indexeit soroltuk fel.

A logoptimalis és Markowitz-féle portféliGelmélet kapcsolata

Ebben a fejezetben parhuzamot vonunk a logoptimélis befektetés és a Markowitz-féle
portfélidvalasztas kozott. Elsd pillanatra ez tobb okbdl is meglepd lehet.

A Markowitz-féle portf6lidvalasztas a varhato érték és a variancia kettGsére vonatkozd
preferencidk alapjan rangsorolja a portfélidkat. A varhat6 hasznossag oldalarél ez a kol
vetkez8képpen magyarazhatd. Tekintsiink egy CARA tipusu (konstans abszolut kocka-
zatkeriil6) hasznossagi fiiggvényt. Legyen ez az U(x) = —e™™ fiiggvény, ahol -5 =k
az abszolut kockdzatkeriilés mértéke. Ismert, hogy ha x ~ N(u, o), akkor a [5U helyett

aV(u,o)=pu- %kO'2 kifejezést vizsgalhatjuk.
Ha a logoptimadlis portféliovalasztast a logaritmikus hasznossdg maximalizaldsaként
fogjuk fel, akkor ez nem mas mint egy U(x,y) = l(x" —1) CRRA (konstans relativ

kockézatkeriil§) hasznossagi fiiggvény y — 0 helyen vett varhat6 értékének a maximalill
zalasa [ha y — 0, akkor U(x, y) — log(x)]. Kovetkezésképpen egy konstans abszolut
kockézatkeriild fiiggvényt vetiink dssze egy nem konstans abszolut kockazatkeriilGvel.

A kovetkezd érveink vannak arra, hogy mégis indokolt az dsszehasonlitas.

A két portfolibvalasztasi szabaly azonos logikdjat igazolja a logoptimalis portfolioval
lasztas késébb definidland6 implicit kockazatkeriil§ tulajdonsaga is. Masrészt, késGbb
megmutatjuk, hogy kvadratikus kozelitést alkalmazva, a logoptimalis portfolidvalasztasra
egy, a varhat6 értéktdl pozitivan és a varianciatdl negativan fiiggd kifejezést kapunk,
hasonléan a markowitzi portféliévalasztashoz.

Markowitz [1952] a modern portfélidelméletet megalapozé cikkében ramutatott arra,
hogy a varhat6 hozam maximalizdldsa hosszd tdvon nem hozhat eredményt a piacon,
mivel figyelmen kiviil hagyja a diverzifikacid elvét (ekkor az &sszes vagyon egyetlen
részvénybe invesztalodik). Javaslata az volt, hogy a részvényekben rejlé kockazatot is
figyelembe kell venni a varhat6 hozam mellett. A kockizat jellemzésére a hozamok
variancidjat hasznalta. Ertelemszertien az azonos varhaté hozamu értékpapirok kozott a
raciondlis befektet§ a kisebb szorasut, mig azonos variancia mellett a nagyobb varhat
értékit részesiti elényben.
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A logoptimélis portf6lié hasonl6 tulajdonsagat vizsgalta Vajda [2006]. Vezessiik be az
implicit kockazatkeriilés fogalmat. Egy g portfolidstratégiara azt mondjuk, hogy ¢ szinten
implicit kockazatkeriil§, hogy ha két b, és b, portfoli6 koziil, amelyekre teljesiil, hogy

(b, X) = E(b,, X),
és
Var(b,, X) = Var(b,, X) +c,
ahol ¢ >0, akkor
g(b,, X) < g(b,, X).

Ekkor beldthat6, hogy a logoptimélis portfolié implicit kockizatkeriild
c=2max E{| X" -1[}

paraméterrel, ahol X a hozamvektor i-edik komponense, és X nagyobb, mint 0,6.

Az eredeti cikkben (Markowitz [1952]) — mivel fiiggetlen és azonos eloszlasu adatsoroll
kon végzett vizsgalatokat kézenfekvd volt a varhaté hozam vizsgalata — konnyen lathatd,
hogy ha fliggések vannak egyes hozamok kozott, akkor ehelyett megfelel6bb a feltételes
varhat6 hozam vizsgalata. Vegyiik észre, hogy fiiggetlenség esetén a feltételes varhatd
hozam egybeesik a varhat6 hozammal. Egy b portf6li6 Markowitz-féle hasznossag fiigg
vénye a kovetkezd kvadratikus alakban irhat6 fel

B0, (b, X)) X }=E, - 2,
ahol
E, = E{(bX), X,)| X{™ |
€s
V, = Var{(b(X/"), X, )| X/ }

és A a befektet6 kockazatkeriilési hajlanddsagat fejezi ki. Mivel a kockazatkeriilés az
adott befektetSt jellemzi, ezért b nem fiigg a valasztott portfoliotdl. Ezért a fenti egyenl
letet maximalizal6 portf6lidra igaz, hogy

b, , =argmax E, — AV, = arg maxﬂ -V, (8)
b() b() A

A loghasznossag és E — V megkozelités kozotti kapcsolatot vizsgalta Markowitz [1959],
Markowitz [1976] és Yong-Trent [1969]. Megmutattik bizonyos hozamvektor-eloszlal
sokra, hogy

JElog(<b(X{‘1), Xi> )z log JE{<b(Xi“), Xl>} 1 Var{<b(Xi‘1), Xl>}

2| (b, x,) )}

A kovekezSkben egy altalanos Osszefliggést mutatunk a loghasznossidg és az E - V
megkdzelités kozott, ehhez Gydrfi-Urbdn-Vajda [2006]-ban bevezetett semilog fiiggh
vényt hasznaljuk, amelynek sordn a hozamvektorrél nem kell semmilyen korlatoz6 feltéd
telezést tenniink. A semilog fiiggvény a log(z) fliggvény mésodrendd Taylor-sorfejtése a
z =1 koriil, azaz:
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1
log(z) = z—1—5(2—1)2.
A fenti kozelitést haszndlva a loghasznossagra, azt kapjuk, hogy
i i i- i- 1 i- i
Eflog(b(X!™), X,) | X} = B{(b(X{™), X,)-1] X{"} —EE{(<b(X1 .X,)-1f |X] 1}.

A semilog fiiggvény egy jo kozelités log(z)-re, mivel z tipikusan 1 koriili értéket vesz
fel. Jelolje a feltételes masodik momentumot E; , azaz

g2 = f(bex, X)) 1xi)
ekkor levezethetd, hogy

arg max E{log<b(Xi’l), Xi> | Xi’l} ~ arg max| 2E, — 1 E2- 3)
b() b(") 2 2

b(-)

= argb(rglax Eb(2 —%Eb J—;Vb J

1 1
= arg max| 2E, —E(E,f —(Eb)z)—z(Ebe

= argbf_t)lax(Eb 4-E)-V,)

=arg max[ /»LE‘b/ - Vb Jdéf b;—log’

BC) b"b

ahol A, = 2 a varhat6 hozamtdl fiiggd kockazatkeriilési hajlandésagot fejezi ki. Ez

az alak megeg;ezik a Markowitz-modellbdl levezetett, (8)-ban 1év§ alakkal, azzal az
eltéréssel, hogy a kockdzatkeriilési hajlandésig, 4, , figg a b portfoliotl. Mivel E,
értéke 1 kortli, tipikusan korlatos intervallumba van (napi hozam a t6zsdei szabalyozas
miatt nem haladhat meg egy szintet), ezért a semilog hasznossdg megfeleltethet az E-V

hasznossdgnak A z% vélasztassal.

A cikkben pénziigyi piacokon alkalmazhat6 szekvencialis befektetési (portfoliovalasztasi)
stratégidkat mutattunk be. Szemben a klasszikus modellekkel, amelyek a piac mikodésél
nek a leirasara erGs statisztikai feltételezéseket tesznek, az ismertetett modellekben a
matematikai vizsgalatok soran hasznélt egyetlen feltétel, hogy a napi hozamok stacionall
rius és ergodikus folyamatot alkotnak. Bemutattuk az univerzalis konzisztencia fogalmat,
és attekintettiik a hisztogram, a magfiiggvény és a legkdzelebbi szomszéd alapt univerza-
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lisan konzisztens stratégidkat, valamint a hozzdjuk kapcsol6dd empirikus eredményeket.
Ezeknek a modszereknek a f6 lizenete, hogy 1éteznek nem paraméteres befektetési stratéll
gidk, amelyek hatékonyan feltarjdk a multbeli adatokban 1€v6 rejtett Gsszefiiggéseket, és
ezeket kiaknazva képesek gyors vagyonnovekedést elérni. Végiil, parhuzamot vontunk a
Markowitz-féle és logoptimalis portfolidelmélet kozott az implicit kockazatkeriilés fogall

man és a hasznossagfiiggvény kvadratikus sorfejtésén keresztiil.
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