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ALACS PETER

Optimalis loglinearis nyugdijosztonzés megoldasa
numerikus modszerrel

A cikk a kdzgazdasagtani modellek numerikus megoldasai soran felmeriilé olyan
kérdéseket taglalja, mint a hatékonysag, pontossag, hibaanalizis, stabilitds és meg[]
bizhatésag. A cikk nem vallalkozik arra, hogy teljes korii képet adjon az alkalmazhall
t6 numerikus modszerekrél, ezek elényeirdl és hatranyairdl, inkabb egy matematikai
strukturajat tekintve bonyolult, kozgazdasagtanilag érdekes és numerikus szempont(]
bol a fenti kérdések vizsgalataira alkalmas nyugdijoszténzési modellt vesz gércsé
ala. Végiil a numerikus modszerek hatékonysagat egy fontos kézgazdasagtani sejtés
demonstralasaval mutatja be.*

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: C88, D60, H55.

Amikor egy kodzgazdasagtani modell vizsgdlatakor analitikus nehézségekbe iitkoziink,
célszertinek tiinhet a probléma numerikus vizsgalata. Ekkor azzal a természetes igénnyel
talalkozunk, amellyel minden 4j probléma targyaldsakor: meg akarunk gy6zddni feltétel
lezéseink és a modell elméleti alapjainak 0sszhangjar6l, minél gyorsabban, minél tobb
informéciot szeretnénk megtudni a modell jellegzetességeirdl, mikodésérdl. Még egyll
szeribb modellek esetében is, amikor a probléma atlathaté és analitikusan konnyen kell
zelhetG, elsd dolgunk néhany egyszertibb alapeset vizsgalata, amellyel gyorsan ellendrizl
hetjiik, hogy az adott modell illeszkedik-e a kozgazdasagtani problémardl benniink eddig
kialakult képpel. Val6jdban a numerikus vizsgélatok ezt az elsd ismerkedést hivatottak
hatékonyan tdmogatni, elssorban olyan problémdak esetében, amelyek analitikusan méar
nehezen kezelhetSk.

Numerikus mddszereket ma mar igen sok éltalanos céld program ismer, a matematikai
programcsomagoktdl a tablazatkezelSkig. Annak ellenére, hogy ezek kiprobalt és bevalt
algoritmusokat alkalmaznak, haszndlatuknal mégis dvatosan kell eljarni. A fokozott dvall
tossagot két ténnyel tudjuk indokolni. El&szor is, a numerikus matematika kimondott
igazsaga, hogy bizonyos problémék esetében nincs dltalanos céld legjobb algoritmus; a
legjobb algoritmust mindig a specidlis probléméahoz kell megvalasztani, figyelembe véve
a problémardl 6sszes eddig nyert informaciét és a rendelkezésre 4ll6 szamitastechnikai
er6forrasokat. Masodszor, elkeriilhetetlen, hogy ne jelentkezzen valamekkora numeril
kus hiba, egyrészt a numerikus szdmabrazolds miatt (a valos szdmok csak véges pontosi
saggal vannak abrazolva), masrészt az iterativ eljarasok miatt (csak véges szamu ciklus
futtathat6 le). Az eredményekben jelentkez6 numerikus hiba, vagyis a numerikus eljarasi
sal kapott és az igazi (analitikus) érték eltérése, illetve a szadmitdsi pontossdg kozotti
kapcsolat dltaldban csak kodzvetett, igy az eredmények adott pontossagu kiszamitdsdhoz

* Koszonettel tartozom Simonovits Andrdsnak a cikk megirasahoz nyujtott nélkiilozhetetlen és kitartd
tdmogatdsaért.
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tovabbi vizsgalatokra, a numerikus modszereket és a matematikai analizist is magiban
foglal6 hibaanalizist kell elvégezni.

A megfelelden megvalasztott numerikus médszer és a hibaanalizis egytittesen képesek
lehetnek megfelelGen timogatni a modellépitést. Kiilondsen akkor, amikor a modell egyes
részei még nem tisztazottak, tobb hipotézist és minden hipotézist tobb konfiguraci6 vagy
kezdéfeltétel esetén kell megoldanunk, csak egy hatékony modellre szamithatunk. Ugyanll
akkor vildgos az is, hogy az eredmények értelmezésekor ismerniink kell azt, hogy az
egyes esetek eredményvaltozoi kozotti eltérések hordoznak-e magukban kozgazdasigi
tartalmat, vagy csak a numerikus eljarasbol adodnak.

Nem kozgazdasagtani elemzést vagy egy modellt kivanunk tehdt bemutatni, hanem
elsGsorban a modellépités azon szakaszit, amelyben a numerikus mddszerek segitsél
giinkre lehetnek. Természetesen ezt ugy tudjuk a legegyszeriibben megtenni, ha vélaszl
tunk egy alkalmas kozgazdasagtani modellt, amelynek numerikus megoldéasa soran egyl
arant ramutathatunk a numerikus modszerek elényeire és veszélyeire is. A kozgazdasagll
tanban ilyennek tekinthet6k példaul az aszimmetrikus informéaci6 jelenségét taglalé mol
dellek, amelyekben az informacidval rendelkezd szerepld (optimdlis) valasztasatol fiigg
az informacidval nem rendelkez$ szerepl§ vélasztasa, vagyis ahol két optimumszamitas
egymasra éplil. Ezekben a modellekben nem feltétleniil valaszthat6 olyan megfeleld mal
tematikai apparatus, amellyel az optimalis valasztdsok analitikusan kénnyen kezelhetSk
(Salanié [1994]), de a modell numerikus megvaldsitdsakor az optimumszdmitasok egyl
masra épiilése miatt a hibdk 6sszeadddnak, a kevésbé hatékony numerikus algoritmusol
kat alkalmazva pedig az eljaras tilontil lelassulhat.

A kovetkezSkben bemutatunk egy nyugdijosztonzési modellt, amely tartalmazza a nyugll
dijrendszer résztvevdi €s a rendszer tervezGje kozotti informécios aszimmetria jelensél
gét, egytttal ramutatunk a probléma kozgazdasagtani oldalaira is. Miel6tt numerikusan
megoldanank a modellt, roviden ismertetjiik a hasonld problémak numerikus megoldasa
soran alkalmazhaté médszereket, majd bemutatunk egy lehetséges, hatékony numerikus
mddszert a felvetett nyugdijosztonzési modell megoldasara. Végiil a numerikus mddszell
rek hasznossagat demonstralandd, ,,bebizonyitunk” egy a nyugdijosztonzési probléma
kulcskérdései kozé tartozd sejtést.

Egy nyugdijosztonzési modell

Az oregségi nyugdij rendszerének (a tovabbiakban egyszertien csak nyugdijrendszerek)
elsédleges feladata, hogy az aktiv, munkdval t6ltott életszakasz lezartdval, méltdnyos
inaktiv, id6skori megélhetést biztositson. A nyugdijrendszerek azonban mind finanszirol
zasuk, mind mas belsé szabalyrendszeriiket tekintve igen Osszetettek lehetnek, igy el
ny0s lehet néhany egyszerdsit§ feltevés mellett modelleken keresztiil vizsgalni a miikol
désiiket (Simonovits [2002]). A modellek feltételezéseit természetesen a vizsgalni kivant
jelenség természete hatdrozza meg. Simonovits [2003] azt a kérdést vizsgilja, hogy a
folyamatosan javulé életkilatasok (novekvd varhat6 élettartam) és az egyének differencill
alt munkahoz, illetve a nyugdijazashoz vald viszonya milyen hatdssal van a jarulékforll
muldra. A megfelelGen egyszertsitett modell kimutatta, hogy a jarulékformulat tompital
ni kell a vilag tobb orszdgadban mar alkalmazott igynevezett naiv vagy biztositdsmatemal
tikailag korrekt formuldhoz képest. A kdvetkez8kben rdviden ismertetjiik a szoban forgd
modellt és annak kdzgazdasagtani hatterét.

A nyugdijbiztositis egyik alapelve, hogy a jarulékok és jaradékok varhatd jelenértékél
nek meg kell egyeznie egymassal (szolvencia). A nyugdijformula, amely megallapitja,
hogy az egyén nyugdijazasakor mekkora jaranddsagra jogosult, figyelembe veszi az egyén
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befizetéseit. Naivan, a szolvencia elvét az egyén szintjén alkalmazva, a nyugdijformulal
nak (durvan) az egyéni befizetések és a varhatd hatralévé életszakasz hosszanak hanyal
dosaval kell megegyeznie. Ennek a naiv formuldnak alapjaul szolgalo feltevéseket biralall
tok érték (Waldron [2001]), mert a megfigyelések szerint a hosszabb életiek tovabb is
dolgoznak, igy a rendszer pénziigyi egyensulya felborulhat. Masrészrdl ez a megfigyelés
elvi problémaékat is felvet. Ha ugyanis az egyének szolgalati ideje és élethossza kozott
pozitiv a korrel4cid, az arra utal, hogy az egyénnek informaci6ja lehet a sajat élethosszal
r6l, amelyet felhasznal a nyugdijba vonuldsanak id6pontjanak megvalasztasakor. Az ell
mélet oldalar6l, mint arra Diamond-Mirrlees [1978] ramutattak, tobb més kézgazdasagi
problémahoz hasonléan (ezekrdl 6sszefoglaldsul 1lasd Gomori [2001]) ebben az esetben is
fellép az informécids aszimmetria.

Olyan rendszerek esetében, amelyekben az aszimmetrikus informécid jelentkezhet, a
modern kozgazdasagtan a mechanizmustervezés eszkoztarat tartja irinyadonak. Az aszimi
metrikus informaci6 miatt a tarsadalmi joléti fliggvény szokasos koltségvetési mellékfell
tétel melletti optimalizalasa helyett (amit itt elsG legjobb optimumnak neveznek), a mell
lékfeltételekhez hozzaveszik az egyéni hasznossagfiiggvények maximalizilasanak feltéd
telét is (igy kapjuk a masodik legjobb optimumot).

Simonovits [2003] alapjan, a modellben az alabbi egyszerdsitésekkel éliink:

F1. Minden demografiai paramétert allandonak és az egyén szempontjabdl is determil
nisztikusnak vesziink. Igy tehat stacioner népességgel szamolunk, ahol a keresztmetszeti
és kohorszmennyiségek megegyeznek, tovabba a haldlozasi valdszindségek minden egyén
esetében egyetlen idGpontra koncentraltak (D).

F2. Az egyén életpalydjat is egyszerdsitve vizsgaljuk: két életszakasszal, az aktiv és a
nyugdijas életszakasszal foglalkozunk. Az aktiv szakaszban, amely a munkaba 1€péstSl
(a modellben 0 kor) a nyugdijba vonulas id6pontjaig (R) tart, az egyén a keresetének egy
meghatarozott hanyadat (1) befizeti a nyugdijrendszerbe, maradék keresetét pedig teljes
egészében fogyasztasra kolti. A nyugdijas szakaszban az egyén nem dolgozik és (b)
nyugdijat kap.

F3. Minden gazdasagi valtozot konstansnak tételeziink fel. Minden egyén keresete
egységnyi.

Lathatjuk, hogy a modellben élesen elkiiloniil az életpalya aktiv és nyugdijas szakasza.
Ennek megfelelden legyen az ¢ fogyasztasi rugalmassaggal rendelkezd aktiv szakaszban
él6 egyén hasznossagfiiggvénye u(e, a), ha fogyasztisa a, a nyugdijas szakaszban é1§
egyén hasznossagfiiggvénye pedig v(e, b), ha nyugdija b. Irjuk az egyéni életpalya haszl
nossagfiiggvényét és koltségvetési feltételt autarkia esetén:

UD, e 17,b,R) = u(e, 1 -9R + v(&, b))(D-R) és z = 1R - DD - R).

Az optimum feltételére ekkor a kovetkez$ adddik:
™D
U =u(e,1-1)—v(e, b+ ——9,v(e, b
WU = e 1-1) = (e, b) + == 9,¥(e. b)
.U =-0d, u(e,1-1t)R+9,v(e, b)R,

ahol a mésodik egyenletben kihasznaltuk a z = 0 koltségvetési feltételbdl kapott b és T
kozotti osszefiiggést. Tovabbhaladva az altalinos mechanizmustervezés modszerének
logikai fonaldn, most frjuk fel a tarsadalmi joléti fiiggvényt, és a teljes nyugdijrendszer
koltségvetési egyenlegét:

V(z,b) = [pU" (D, £, 7, b))dF (D, )
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2(t,6) = [[iR,,, by, (DR, IF(D, ) =0.

Ezen a ponton kell eldonteniink, hogy milyen nyugdijformulat alkalmazunk, pontosabll
ban: azt kell meghatdroznunk, hogy milyen fiiggvénycsalddban keressiik a V(z, b) tarsall
dalmi jolétet maximalizald b (R) fiiggvényt. Most kis mért€kben eltériink Simonovits
[2002] levezetésétSl, mert a kovetkezd alfejezetben bemutatott szamitdsok soran - techl
nikai okokbdl - nemlinedris, hanem az exponencialis

b, (R) = yexp (pR)

formulét alkalmazunk. Most megadjuk az exponencidlis nyugdijformula esetén a tarsal
dalmi joléti fliggvény optimuménak feltételét:

—u'R R
0=[dF(D,e)}\¢| VB(D-R) |+u| ~2(D-R) |-
VBR(D — R) —bR(D—-R)
_u,

T—-pb(D-R)+b
(V'b+V"bp*(D - R) —2V'pb

2(vV"'b+V)b(D~R)~LV’
(V'b+V)bpR(D — R) +vb(D — 2R)

ahol most u’-vel és v'-vel jeloltik a megfelel§ fiiggvények a, illetve b szerinti parcialisdel
rivéltjait. A fenti modell alkalmazasanak fontos specialis esete, amikor a CRRA (4dlland6
relativ kockazatkertilési egyiitthat6ji, Constant Relative Risk Aversion) hasznossagfiiggll
vényeket a kovetkezGképpen hasznaljuk. Jellemezze az egyént egy (o, €) par, ahol <1,
€€ [0; 1] és 1/(1 - o) az id6beli helyettesités rugalmassaga, € pedig a pillanatnyi haszll
nossag fogyasztas szerinti rugalmassaga. Feltessziik, hogy az egyén vagy a minimalis
vagy a maximélis szabadidGt valaszthatja, és ezek hanyadosa A € [0; 1]. Igy a hasznosO
sagfliggvény a

U=L[09° (1 1) R+ b (D - R)] 1)
(o)

alakban irhat6 fel. A tovabbi szamitdsok sordn azzal a feltevéssel éliink még, hogy minl
den egyént azonos id6beli helyettesités rugalmassaga (o) jellemez. Ezt a feltételezést
elsGsorban azért gondoljuk jogosnak, mert a modellben az élettartam két altalunk vizsgalt
szakaszan a fogyasztds eleve konstans, igy a fogyasztisi palya kiegyenlitettsége — az
egyén szempontjabol - 1ényegében csak R megvalasztisival modosithatd, erre pedig
sokkal erdsebb hatassal van €, a hasznossag fogyasztis szerinti rugalmassiga. Igy tehat
azt allitjuk, hogy az egyének o-ban megmutatkozd kiillonbozdsége a modellben csak
masodlagos hatasként jelentkezhet, igy — torekedve a modell egyszertisége révén elérni
kivant atlathatosagra — ezt a hatast elhanyagoljuk. A fenti érvelés kdnnyebben érthet6vé
vélik, ha kicsit részletesebben megvizsgaljuk az (1) Osszefiiggésben megadott CRRA
hasznossagfiiggvénnyel felirt modell autark optimumaét.

A kovetkezd alfejezetben sziikségilink lesz az (1) dsszefiiggésben definidlt egyén autark
optimumara. Ennek jelentGsége kiilonosen abban all, hogy egzakt mdédon megoldhatd,
ami a nyugdijrendszerben részt vevd, kiillonboz6 preferencidju egyént magaban foglald
modell esetén lehetetlen. Kiilon nyugdijformuldra ebben az esetben nincs sziikség, hiszen
a z = 0 koltségvetési feltétel ez esetben automatikusan visszaadja a naiv 6sztonzés forll
muldjat, vagyis:
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R
b(R)=1 s
(R) D_R

amit visszahelyettesitiink az (1)-be:

oU = l(l—s)cr (1 _ T)EO'R 4 (DTR

RJ (D-R).

Ezutan U, 7 és R szerinti derivaltjai adjak az autark optimum feltételeit:

R _¢eo i
D 1- n o -1 ’ (2)
_({-g)o
ahol n=A~".

Ha feltessziik, hogy autark esetben az egyén nem dolgozik élete végéig (a modellben
az egyén ismeri sajat élettartamat), akkor a (2) alapjan & paraméter 0, és az

R £o
— =g =1
D 1-p'

egyenlet £ megolddsa kozott kell hogy legyen. Egzakt alakban € a x> x e* fiigg
vény M/-vel jelolt inverzével fejezhetd ki:

1 o-1
=—|l-——F——In1 | 3
e o( W na) J ®

A (2) egyenletekbdl lathatjuk, hogy a nagyobb ¢ értékekhez nagyobb relativ szolgélati
id§ tartozik, igy tulajdonképpen az e-t egyszerlen az egyén ,szorgalmira” jellemzd
paraméternek is tekinthetnénk. Ez a kifejezés azonban nem fejezi ki megfelelden € szerell
pét a modellben. Nyilvanvald, hogy adott rendszer esetén e-ra csak az R/D hanyadosok
Osszehasonlitisa alapjan kovetkeztethetnénk, de a kiilonboz6 o és A paraméterek esetél
ben kapott kiilonbozs € €rtékekbdl azt a tanulsagot kell levonnunk, hogy az e-ok nem
Osszehasonlithatok, igy dnmagukban semmilyen tulajdonsdg vagy allapot mérGszamai
sem lehetnek. Ennek ellenére, a modell elemzésekor, ha ez kiilonosebb félreértést nem
okoz, az egyszer(ibb sz6hasznélat miatt gyakran a ,,szorgalmassag” kifejezéssel utalunk
€ értékeire (bar a fogalmat tovidbbra sem azonositjuk vele).

A fentiek alapjan az 4ltaldnos modelliinket az aldbbi konkrét matematikai formaba
ontjiik. Legyen adott n természetes szdm, (f, €, D),_, . A és o paraméterek, a mér
bemutatott jelentéstartalommal. Mi lesz ekkor a kovetkez§ probléma (R),_, ., T és o
megoldasa, amely a mechanizmustervezés elméleti megfontoldsai alapjan, masodik legll
jobb optimum, és ahol & egy megfeleléen megvalasztott nyugdijosztonzési formula parall
métereit jeloli? A nyugdijosztonzési formulat mi az

b,(R) = yexp (pR) @)
alakban keressiik. Az utilitarista megkozelitést kovetjiik, igy a tdrsadalmi joléti fiiggvény
V= z-ﬁ l[l(l—e,-)a (1 _ T)e,-o Ri + (yepR,- )E,-O'(Di _ R,)] (5)

-1 O

alakban irhat6. Az utilitarista megkozelités mellett hasznaljuk a Rawls-féle megkdzelitést
is, amelynek alapjan a tirsadalmi joléti fiiggvény a kovetkezd:
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V= mjn{(l)_ [20-40° (1 = 2y R, + (%) (D, - Rl.)]}. (6)

Az egyén, adott 7 jarulékkulcs és nyugdijformula (y és p) esetén, ismerve sajat prefell
rencidit és élettartamat, optimalizalja egyéni hasznossagat:

i = L2071 =y + e,p(D, - R) - D™ ] =0 ™
R, ©

Mindemellett teljesiilnie kell a feltétel koltségvetési feltételnek, ami most a kdvetkezd
alaku:

Zziﬁ[RiT_wa,(Di—Ri)]:o. (8)

A numerikus moédszerek alkalmazasarol

A numerikus médszerek nem csodaszerek. Nem adnak teljes kord informaciét a probléd
mardl, hiszen csak ad hoc vizsgalatokra alkalmasak. Rdadasul alkalmazisuk a probléma
matematikai megfogalmazasanak vizsgélatat is igényli, mert az azonos tipusi matematil
kai feladatok esetén a feladatrdl rendelkezésiinkre 4116 tovabbi informacié befolyasolja a
numerikus médszerek kozotti valasztast (Stoyan-Tako [1993])]. Az elébbire, az elméleti
problémdk numerikus vizsgalatainak teljesitGképességére A modell numerikus megoldal
sa cimd alfejezetben még visszatériink, az utbbi észrevétel fontossagat pedig a kovetkel
z6kben, az egyvaltozds nemlineéris egyenletek numerikus megoldasi modszereinek 6sszell
hasonlitdsdval kivanjuk szemléltetni.

Legyen adott egy f : R — R folytonos fiiggvény, a, b € R, b > a. Keressiikk meg f
zérushelyeit numerikusan az [a, b] intervallumban!

A fenti feladat a szamitogép szamdara azonban értelmezhetetlen: a szamitégép ugyanis
nem ismeri a valos szdmokat. A szamitogép a szdmokat a raforditott memoria nagysagall
nak fiiggvényében adott pontossidggal tudja dbrazolni. Gyakorlatilag azonban, amikor
numerikus megoldast alkalmazunk, nem is vagyunk kivdncsiak a matematikai értelemn
ben vett pontos megoldasra, hanem csak egy (ehhez minél kozelebbi) szamra. Altaldban
igaz az, hogy a numerikus megoldds sordn véges erdforrds (memoria és gépidd) all
rendelkezésilinkre, igy az eredményeket is csak valamely elismert hibaval varjuk. A hiba
analizise, vagyis annak elemzése, hogy miképpen viselkedik (csokken) a hiba a rafordill
tott tobbleterdforrds fliggvényében, hozza tartozik az egyes numerikus modszerek vizs
gélatdhoz.

1. modszer (racspontmodszer) Legyen adott egy n termeszetes szam. Legyen (x), _,
| f(x) - f(x ) < 0} Ekkor minden 7 € Z-re f- nek zerushelye van az M = [x x ]
mtervallumban tovdbba az X, =%(x, +x,,,) szdmok h, =1(x_,, —x,) hzbaval becslzk f
valamely zérushelyét.

Lathat6, hogy a racspontmddszerben a felosztds finomitisaval tetszleges pontossagll
gal meg tudjuk keresni f zérushelyeit, tehat a modszer hatdsos. Konnyd beldtni, hogy A0
k felére csokkentéséhez 2n tagl felosztas sziikséges. Abban az esetben, ha tudjuk, hogy
valamelyik M intervallumban csak egy zérushely van, hatékonyabb mddszert is taldlhal
tunk. Ekkor ugyanis elég maér csak M -t felosztani. Igy lényegében mar el is jutottunk a
kovetkez6 modszerhez.

z+1
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2. médszer (intervallumfelezés). Feltehetjiik, hogy f(a) < 0. Ha f-nek [a, b] intervalll
lumban csak egy zérushelye van, akkor értelmezziik az (a, b)._ .. R*-beli sorozatot a
kovetkezoképpen: (a, b)) = (a, b) és

(;(ai +b,), bi) ha f(“f erbf )< 0
(@15 b;y) =

(ai, %(ai +bi)J ha f(“f ;bf ]> 0.

A mddszer n. lépésében az X =L (a,+b,) kozelités h,=1(b, —a,) hibdval kozeliti a
zérushelyet.

Konnyd belétni, hogy az intervallumfelezés mddszerével a hiba g-ad részére val6 csokll
kentéséhez koriilbelill log,g 1€pésre van sziikség, szemben a racspontmodszer g-szoros
Iépésigényével. Ez a nagymértékd javulas f zérushelyei elhelyezkedése bizonyos foku
ismeretének koszonhet§. Amennyiben ilyen ismerettel nem rendelkeziink, de f folytonosi
sagarol tudunk kicsit ,,részletesebben” nyilatkozni, alkalmazhatjuk a kovetkez6 modszell
reket.

A kovetkezd modszerekhez néhany kiegészitést kell flizni. Adott f fiiggvény Lipschitzll
folytonos, ha létezik egy L > 0 valds szam, hogy

Ynye R ¢ [f0)-f0) <L lx-yl.
HalL e (0, 1), akkor azt mondjuk, hogy f kontrakci6.
3. modszer (egyszerii iteracid). Legyen g olyan fiiggvény, hogy minden olyan x-re,

amelyre x = g(x), f(x) = 0. Legyen x, tetszéleges (g értelmezési tartomdnydbol vett)
szam. Ha g kontrakcio (C kontrakcids egyiitthatoval, akkor az

X1 = g(xt)
sorozat konvergens, és g fixpontjdhoz, f zéruspontjdhoz konvergdl. A zérushely n-edik
lépésében adott X, = x, kozelitésének hibdja q-ad részére vald csikkentéséhez lényegéll
ben log_q lépésre van sziikség.

Megjegyezziik, hogy természetesen g-t megvalaszthatjuk a ¢ = f + id,, transzformécill
oval is, de ez nem kotelez6. A modszerben definidlt sorozat konvergencidja a Banachll
féle fixponttételbsl kovetkezik. Amennyiben az intervallumfelezés és az egyszerd iterall
ci6 modszereinek feltételei egyarant teljesiilnek, az utébbit akkor érdemes alkalmazni, ha
g kontrakcios egyiitthatja kisebb mint 1/2. Amennyiben f simasidgar6l még tobbet tull
dunk, ajanlhatjuk az ugynevezett Newton-mddszert.

4. médszer (Newton-modszer). Ha f differencidlhato az [a, b] intervallumon, és derill
valtja Lipschitz-folytonos L Lipschitz-dllandoval, és

Ga>0)(Vxe (@ b)) : |f()]> é

tovabbd (Ax" € (a, b))(f(x")), akkor x*-nak létezik olyan kirnyezete, amelyben x* az
egyetlen gyok, és amelybol vett tetszdleges x, esetén az

=X - f’(xi)
f(x)

sorozat konvergens, és x*-hoz konvergdl. A h, = |x - x'| hibdra pedig érvényes a

=
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hn+1 < Li . hrf
2

becslés.

A Newton-moddszert széles korben alkalmazziak nemlinedris egyenletek megoldasara,
amennyiben rendelkezésre all f derivaltja, valamint a megoldas egy megfelel§ kozelitése
(a konvergenciatartomanybdl), mert mint a médszer hibajara vonatkozd Osszefiiggés is
mutatja, a konvergencia igen gyors. (A hibara vonatkoz6 dsszefiiggés alapjan a Newtonl
mddszerrel kapcsolatban szokds masodrendd konvergenciardl beszélni, mig az intervalll
lumfelezés esetében a konvergencia csak elsérendd.) A gyakorlatban persze a modszer
»Kiprobalasa” sokkal kénnyebben elvégezhetd, mint a konvergencia feltételeinek ellen
6rzése. Amennyiben nem 4ll rendelkezésre f derivéltja, a Newton-mddszert a kdvetkezd
modositassal alkalmazhatjuk.

5. médszer (szelomodszer). Tegyiik fel, hogy a Newton-mddszer feltételei teljesiilnek,
tovdbbd f kétszer differencidlhato. Ekkor a Newton-modszerben definidlt zérushely koriili
intervallumbol vett x és x, esetén az

X = F&x)x,, — f(x,)x;
" Fx) = fxi)

sorozat konvergens, és x"-hoz konvergadl. Beldthatd, hogy a h, = |x - Xx'| hibdra a

+h,)h,

n—xl1

1
Iy <5

becslés adhato.

Megjegyezziik, hogy a szelémodszer a Newton-modszer kozelitésének felel meg, abl
ban az értelemben, hogy a Newton-mddszerben alkalmazott derivaltat kozeliti a szeldl
modszer altal meghatarozott pontokban szamitott differenciahanyadossal. Erdemes felfill
gyelni arra, hogy bar a Newton-mddszer kozelitésérdl van szo, a szeldmodszer konverl
gencidjanak feltétele szigoriibb, ugyanakkor a mddszer hibdjara vonatkoz becslés alapll
jan megmutathat6, hogy konvergencidjanak rendje alacsonyabb, mint a Newton-mddszell
ré. Ezért a szelémodszer alkalmazédsa csak akkor lehet indokolt, amikor f derivéltjdnak
kiszamitdsa akadalyokba titkdzik (példaul jelentGs mértékben bonyolulttd tenné az algold
ritmust).

Lathatjuk, hogy az 6sszes ismertetett modszer alkalmazasanak szigoru feltételei vanll
nak. Ezek vizsgdlata bonyolult lehet, mint azt a Newton-mddszernél mar jeleztiik, sokl
szor célravezetGbb egyszertien csak ,kiprobalni” a modszert. Ezt konnyen megtehetjiik
egyszerlibb problémék esetében. Amikor azonban egy Osszetett probléma részeként kell
megoldanunk egy nemlinedris egyenletet, akkor nem bizhatjuk magunkat a , véletlenre”.
Azt ugyanis sokkal konnyebb felismerni, hogy egy médszer miikddik, mint azt, hogy
nem! A kovetkezd médszer egy olyan megoldast kinal, amely biztositja a fenti médszel
rek alkalmazdsanak feltételét.

6. médszer (a folytatas médszere). Legyen g : [0, 1] X R — R fiiggvény olyan,
hogy g(0, -) zérushelyei ismertek, g(1, ) = f, és g folytonos. Legyen x, g0, ) = 0
megolddsa. Ekkor az n természetes szam és a [0, 1] intervallum megfeleld (1) _, , feloszl
tasaval elérhetd, hogy minden i-re x, benne legyen g(t, -) fiiggvény egy vdlasztott numel
rikus nemlinedris egyenletmegolddsi modszer konvergenciatartomdnydban, amely vdlasztott

let megolddsdnak hibdjaval.
A folytatds modszerének egy tipikus alkalmazasa az Ggynevezett tompitds. Ekkor g-t a
g(t, x) = fix) + (t - 1)fix,) alakban irjdk fel, de jo néhany méds megoldés is alkalmazha-
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t6. A mddszer gyengéje, hogy szamtalan olyan koztes megoldas kiszamitasat igényli,
amely az eredmény szempontjabdl végiil is lényegtelen, vagyis a modszer nem kellGképl
pen hatékony. Ezért a mddszert leginkabb olyan esetekben szoktdk csak alkalmazni,
amikor a hatékonyabb mddszerek konvergencidja nem kellGképpen (vagy egyéltalan nem)
biztositott.

A nemlinedris egyenletek megoldasanak el6z6kben bemutatott numerikus médszerei kill
vétel nélkiil altalanosithatok tobbdimenzids esetre is, bar ekkor az egyes modszerek kozotti
hatékonysagbeli kiilonbségek mar hatvanyozottan jelentkeznek. Ugyanakkor tobb dimenzil
Oban alkalmazhatdk olyan mddszerek is (mint példdul a gradiens médszerek), amelyek egy
dimenzidban még nem voltak értelmezhet6k. Mivel az altalunk vizsgilt kdzgazdasigtani
modellek az atlathatdsagot szem el6tt tartva csak néhany csoportot kezelnek, ezért a dimenl
zi6szdm nodvekedése nem okoz gondot, igy ezeket részletesebben most nem ismertetjiik,
megelégedhetiink az egydimenzids mddszerek megfelel§ altaldnositdsaival.

A modell szamitasa soran tobb helyen is sziikségiink lesz arra, hogy meghatirozzuk az

f: R > R* X xe'

fiiggvény inverzét, amelyet a tovabbiakban W-vel jeloliink (Lambert-féle W fiiggvény).
Kiszamitasara hatékony algoritmust készithetiink a Newton-moddszer segitségével. Lell
gyen tehat y € R* tetsz6leges, és keressiik a W(x) = y egyenlet megoldasat, amely W
definici6ja alapjan nyilvan egyenértékid az ye* - x = 0 egyenlet megoldasaval. Az egyenlet
bal oldalan all6 fiiggvényrdl beldthatd, hogy analitikus, derivaltja pozitiv szdmmal (10
gyel) alulrdl becsiilhets, és a fliggvény maga csak egyetlen helyen veszi fel a 0-t. A
Newton-modszer tehdt alkalmazhat6:

_yitxe™

= 9
yk+1 1+yk ( )

sorozatot kapjuk, amely tetszéleges y, € R* pontbol inditva globalisan konvergens.

A modell numerikus megoldasa

Természetesen a mar bemutatott nyugdijosztonzési modell numerikus megoldasara tobb
modszert is talalhatd. Simonovits [2003] eredeti cikkében a racspontmddszert alkalmaz
ta, amely az aldbbi eredményeink alapjan kevésbé hatékonynak mondhat6: a szerzével
valé konzulticié alapjan a mddszer megfeleld pontossagi futtatdsa irredlisan sok erdforl
rast igényelne. Esd-Simonovits [2003] az intervallumfelezés hatékony modszerét alkall
mazzdk, de ez csak abban a specidlis esetben miikodik, amikor D és € egymadssal fiiggl
vényszerd kapcsolatban van (egydimenzi6s probléma). Az altalanos esetet mi a kovetkel
z6képpen tessziik numerikusan vizsgalhatova.

Mindenekel6tt az F(g, D) eloszlast diszkretizaljuk. Ez a legegyszertibben gy torténl
het, hogy vélasztunk egy n € N szdmot, a paramétereket pedig az F eloszlasnak megfell
leléen, mint véletlen valtozokat realizaljuk. Igy kapjuk az (¢, D),_, , paraméterrendl
szert. A késGbbiekben technikai jelentdséget kapnak az eldbbi paraméterrendszerhez érll
telmezett (f),_,  valoszindségi silyok, amelyek a paraméterek generdldsa miatt egy
egyenletes eloszlasnak felelnek meg. A korabban leirtakkal megegyezd tartalommal, adottl
nak tekintjiik a modell tovabbi paramétereit: a A € [0; 1] és a o < 1 szdmokat. A
numerikus megoldés sordn viszont a nyugdijosztonzés optimalis formuldjat az ismertetett
modelltSl eltérden, a

b(R) = yexp(pR) v, p >0
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alakban keressiik. Ennek az az egyszerd oka, hogy a linearis formuldval ellentétben e
fenti formula sosem negativ, illetve a formula pozitivitisa sokkal konnyebben ellendrizil
het§. Nem szabad figyelmen kiviil hagynunk ugyanis, hogy a numerikus megoldas sordn
nem mindig vagyunk az optimumban, ahhoz kozelit§ 1épéseken keresztiil jutunk el. Ha
olyan nyugdijformulat hasznalunk, amely negativ értéket is adhat az eljaras soran, amill
kor is a hasznossagfiiggvény nincs értelmezve [lasd az (1) osszefiiggést], akkor az algol
ritmus vagy ledll, vagy ezt az esetet kiilon ellendrizniink, kezelniink kellene. Az expol
nencidlis formula ugyanakkor - a linedrishoz képest — semmivel sem csorbitja vizsgalod
dasaink altalanossagit. Az egyéni hasznossagfiiggvény a fentiek alapjan kovetkezd:

U = l[%li&)a 1-7)*R +(y et ) (D, - R))].
(o)

A feladat az, hogy maximalizaljuk az utilitarista megkozelitésnek megfeleld
U=Y fU,
tarsadalmi joléti fliggvényt az l
au;
OR,
mellékfeltételek mellett.

A modell megoldasanak egyik lehetdségét vazoljuk fel a kovetkezGkben. Az elméleti
megfontolasok alapjan € és D (illetve p) valtozok az egyéneket jellemz$ paraméterek,
ezeket és A és o paramétereket — mint arrdl mar széltunk - ismertnek tételezziik fel. Azt
mér mi donthettiik el, hogy a maradék n + 3 viltozé (7, , p €s R) kozil melyeket

hatdrozunk meg a mellékfeltételek és melyeket a tarsadalmi joléti fliggvény maximalizal
lasaval. A koltségvetési mellékfeltételbdl fejezziik ki z-t:

T= lef; ,},epRi (D[. _R;)

0 é Y fIRT—ye™(D,—R)]=0
i=1

- (10)
Zizl fiR,
Az egyéni optimumra vonatkozé mellékfeltételbdl pedig R-eket:
1- W[e /1“”"( ! — J ]
ve
R =D, — b

1 1 ’

g0p

ahol W/ jeloli az x — x " fiiggvény inverzét (szokds ezt a mar emlitett Lambert-féle )V
fiiggvénynek is nevezni). Az el6z§ alfejezetben megmutattuk, hogyan lehet a )V fiiggll
vényt hatékonyan kiszamitani a Newton-médszer segitségével. Az (10)-(11) nemlineéris

A tarsadalmi joléti fiiggvény ekkor méar csak a y és p valtozoktdl, a nyugdijformula
paramétereitdl fiigg. A probléma az, hogy a tarsadalmi joléti fliggvény e két valtozénak
igencsak , kellemetlen” viselkedést fiiggvénye. Megfigyeléseink szerint igen kdnny( olyan
nyugdijformuldt megadni, amelynek alapjan tobb csoport is élettartamival megegyezd
szolgélati id6t valaszt. Igy ha belsS optimummal van dolgunk, akkor az ehhez vezetd ut
nem elég sima, derivaltja nem minden pontban értelmezett, hiszen V(y, p) masképpen
viselkedik akkor, amikor az egyik csoport R szolgélati ideje ,,lekertil” az R < D hatarfell
tételr§l. Tovabbi gondot jelent, hogy V(7 p) masodik derivéltja még azokon a helyeken,
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amikor R szolgélati id6k belsd pontok is, nem mindeniitt (negativ) definit, igy a hatékony
Newton-médszer csak az optimum kozelébdl indithaté. Altalanos esetben pedig nem tull
dunk - a Newton-moédszer konvergenciatartomanyanak megfelel§ — elég j6 kezdeti becsl
1ést adni.

A modellben szerepl§ tarsadalmi joléti fiiggvény optimalizacidjanak megbizhaté modd
jat mi célszertinek latjuk a folytatds modszerével elvégezni. Vegyiik észre, hogy ha csak
annyiban tériink el a megoldani kivant modellt6l, hogy megvaltoztatjuk az egyes csoporl
tok (f), stlyait, és ezeket a valtoztatdsokat ,,siman”, kellSen kis lépésekben végezzik,
akkor ezeknek a valtozdsoknak a fliggvényében az optimum is ,,siman”, kelléen kis
1épésekben viltozik, legalabbis kell6en kis 1épésekben ahhoz, hogy a silyok megvaltozil
tatdsa utdn tovabbra is a Newton-mddszer konvergenciatartominyaban maradjunk.

Tekintsiik a (f)), paraméterektd] fliggd v, fliggvény maximumat, amit egy Uj ¢ paraméll
ter bevezetésével a kovetkez6 modon fogalmazunk at. Tegyik fel, hogy ismerjik V,
maximumat, €s tekintsik a V(z, x) =V, _ s (X) figgvényt. Ekkor a keresett W(1, x)
fiiggvény maximumat az implicitfliggvény-tétel alkalmazasaval a

Ve o dova x
2[ axax :I dt axj (12)

kozonséges differencidlegyenlet adja meg, amelyr6l feltételezziik, hogy jol definialt, mert
kezdéfeltétele a V(0, x) maximumabol mar ismert, és minden # € [0; 1]-re V maximumi
helye differencidlhatdan fiigg 7-t6l. Természetesen ez utdbbi feltételezés csak akkor értell
mezhetd, ha minden 7 € [0; 1]-re V-nek csak egyetlen maximuma van (esetiinkben ez
fenndll). De még ebben az esetben is elképzelhetd lenne olyan helyzet, hogy az x(f)
maximumbhelyet kifejez6 megoldasnak szakadasa lenne. Ekkor azonban lenne olyan ¢,
amelyre a maximum nem egyetlen pont: igy a differencialhaté fiiggés mellett feltételezl
niink kell azt, hogy minden ¢ € [0; 1]-re V-nek egyetlen globalis maximuma legyen. Ez
szintén fenndll esetiinkben, hiszen minden 7-re (f),_,  -nek olyan kombindcidja all el6,
amely benne halad a modell paraméterértelmezési tartomanyaban, marpedig feltételezl
tik, hogy a modellben alkalmazott V-nek minden értelmezési tartomanybol valasztott
paraméter esetében csak egyetlen maximuma lehet. Igy a (12) differencialegyenlet megl
oldasaval, valéban megkaphatjuk tetszéleges paramétervalasztias mellett a tarsadalmi joO
l1étet maximalizald (y, p) part.

Az (12) differencidlegyenlet megolddsara valamely kozonséges differencidlegyenlel
tekre vonatkoz6 megoldasi modszert alkalmazzuk. Tapasztalatunk szerint az optimum #
segédvaltozotol valo fiiggése nem olyan bonyolult, hogy a differencidlegyenlet megoldal
si modszerének finomitdsa jelentGsen megndvelné a szamitasi eljaras hatékonysagat, igy
akar alkalmazhatniank az egyszerd Euler-mddszert is (mi harmadrendd Runge-Kuttall
madszert alkalmaztunk, a kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasarél
részletesebben lasd Stoyan-Také [1993]). Eszrevettiik azonban azt is, hogy a folytatas
mddszerével kiilonosen fontos arra figyelni, hogy a differencidlegyenlet megoldasanak
minden Iépésében az optimumban legyiink. Ezért minden 1épés el6tt végrehajtunk a kozO
biilsé optimum egy Newton-korrekcigjat.

Lényeges kérdés a kezddcsoport kijelolése, vagyis az, hogy melyik csoport autark optill
mumabdl inditjuk a folytatds modszerét. Ha ugyanis sz€élsdséges paraméterd csoportot val
lasztunk, akkor a differencidlegyenletek 1épéskdze nem feltétleniil elég kicsi ahhoz, hogy
biztosan a Newton-mddszer konvergenciatartomanyaban maradjunk. Ha azonban megfelell
16en sok (szdzndl tobb) csoporttal dolgozunk, akkor tapasztalatunk szerint elegendS egyl
szerten a ,,k0z€psG” csoportok valamelyikét kijelolni. Ha kevés vagy csak néhany csoportl
tal dolgozunk, akkor célszerd bevezetni egy Ujabb csoportot, amelyet atlagos paraméterekl
kel latunk el (természetesen ennek a csoportnak a sulya végiil O lesz).
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Megoldas és hibaszamitas

A numerikus kozelit§ eljarasok altalaban iterativ megkozelitéstiek, vagyis az eljaras cikll
lusdnak megismétlésével jobb kozelitést kaphatunk. A numerikus analizis feladata neml
csak az, hogy megéllapitsa, milyen feltételek mellett kapunk konvergens és az analitikus
megoldashoz konvergdlé sorozatot, hanem az is, hogy a gyakorlatban jelentkez gépi
szamabrazolas korlatai (kerekitési hibak) milyen hatart jelolnek ki az iteraciok folytatasal
hoz (leallasi feltétel). Egy kifejezést a numerikus értékelés szempontjabol stabilnak tel
kinthetiink, ha a kifejezésben szerepl§ véltozékban jelenlévd szamdabrazoldsi hibak nem
torzitjdk ,tdlsdgosan” az eredményt, vagyis ha a kifejezés valtoz6i szerinti derivaltjai
,kicsik”. Pontosabb definicié azért nem létezik a numerikus matematika irodalmaban,
mert tulajdonképpen itt nem a derivaltak nagysidga a dont6, hanem az, hogy fenndll-e a
veszélye annak, hogy a derivaltak nagyok (is) lehetnek. (Igy példaul a 10°x numerikusan
stabilnak, az 1/x kifejezés ,a 0 kozelében” pedig numerikusan instabilnak tekintendd.) A
kerekitési hibdkon til az iteracids eljarasok esetében figyelembe kell venniink azt is,
hogy az iteracidk sordn a hibak felhalmozddhatnak.

Esetiinkben - a fenti szempontok alapjan - gy dontottiink, hogy az iteraciok leallasi
feltételében a valtozok utolsd 6 tizedesjegyet mar nem vessziik figyelembe, mert ezek a
numerikus értékelés hibait és ezek halmozddasait tartalmazzak. Mivel az altalunk haszll
nalt szamabrazolas 15 tizedesjegyet kezel, a 6 tizedesjegy figyelmen kiviil hagyasa 10-°0
es relativ hibat jelent. A kovetkezdkben azt vizsgdljuk meg, hogy ezen ledllasi feltétel
vélasztidsa milyen hibat jelent az eredményvaltozokban.

Vegyiik észre, hogy A modell numerikus megoldasa cimi alfejezetben bemutatott null
merikus eljards alapvet6en a mellékfeltételek kielégitésének és a masodik legjobb optil
mum megtaldlasanak titemére oszthat6. A mellékfeltételek kielégitésekor harom iteracios
eljarast is alkalmazunk, a hibaanalizis kapcsan elsGsorban ezeket kell megvizsgalnunk,
hiszen a hibdk halmozo6désa elsGsorban iterdciok folyaman johet 1étre. Iterdcids eljarast
alkalmazunk )V értékelésére (Newton-modszer), (R), kiszdmitdsdra (Newton-modszer),
és végiil ezeket egyesitve 7 kiszamitisara (egyszerd iteracid). A mellékfeltételek kielégill
tése soran elkovetett hibat a V tarsadalmi jolét értékének hibajaval fejezziik ki, amelyet
elsGsorban az elébbi iteracidk koziil a leglassabb fog meghatirozni. Mivel a Newtonl
maddszer masodrendben, az egyszerd iteracié viszont csak els6 rendben konvergens, csak
ez utobbival kell részletesebben foglalkoznunk.

Amikor az egyszer( iterdcié mar elég kozel jar a fixponthoz, a leképezés (gondolunk
most a 7-ra vonatkozd iterdciora) tekinthet$ linedrisnak, vagyis felirhaté x,,, =ax, +
+(1—a)x alakban. Ekkor viszont x,,, —X =% (x, —X,,,), vagyis ha a <%, akkor az
eljaras hibdja becsiilhet az utolsé iteracios 1épésben észlelt korrekcidval. Esetlinkben
a=0,1, igy ez a modszer alkalmazhat6: V szdmitdsdnak hibdjara &, = 2 - 10-°-t kapunk.

Az eljaras masodik titemében alkalmazott Newton-modszerhez a derivaltakat
numerikusan becsiiljiik.

Jax™

7o+ A0 — (T, e+ an) < A2 ag (13)
(n+1)!

ahol
M, = sup H(D"f)(z)H és

n
ze]x,x+Ax|

(T, () = i%((D"f)(x))(Ax“‘])-

Az utébbi kifejezés a Taylor-polinom altalanos alakja, ahol ha f:R" > RY fiigg-
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vény, akkor D'f jeloli a megfelels RY > R k-linedris operatort (derivéltat), és Ax" e R*
azt az elemet, amelyre minden i € k esetén (Ax"), = Ax (itt Axe R"). A (13) alapjan
most kiszamitjuk a derivaltat kozelitd
f(x+Ax)— f(x—Ax)
2Ax
formula hibdjat. Az egyszertiség kedvéért jeldlje f, = f(x + Ax) és f az f fiiggvény
numerikus kiért¢kelését, amelynek hibaja €, > |f - f]- Ekkor

f+_f— _(le):f+_f+ _f—_f— +
2Ax 2Ax 2Ax
a0 +(D')AX) _ f —(f = (D'f)Ax)
2Ax 2Ax )
Vagyis
_ £ & 2 2
f, f‘—(le)S oy & 1 Ax M, + 1 Ax s
2Ax 2Ax  2Ax  2Ax 2! 2Ax 2!

A differenciaformula hasznélatakor felmeriil$ teljes hiba tehat két részbdl, a fiiggvény
kiértékelésének hibajabol és a formuldhoz tartoz6 képlethibabdl tevédik dssze. De amig
a kiértékelési hibabol eredd rész Ax novelésével csokkenti, addig a képlethibabol eredd
rész noveli a teljes hibat. Esszertinek latszik tehat Ax-t ugy megvalasztani, hogy az a

teljes hibat minimalizalja, igy Ax" =2 |€,/ M, -t kapunk. Hasonl6 megfontolasok alapl
jén a méasodrendd derivalt esetében Ax" = 3/24¢ 1 M, és avegyes masodrendd derivéltra

[(0*V)/(dydp)] pedig Ax™ = Ay =]/e, /(\2M,) adédik. Ugy tinik, hogy a fenti optimall

lis értéknél kisebb Ax-ek jobban veszélyeztetnék az eljards stabilitdsat, hiszen ezekre a
teljes hiba gyorsabban nd. A stabilitdson kiviil az eljards pontossdganak szempontja vil
szont nem teszi sziikségessé, hogy Ax-t ,minden hatdron til” kicsinek valasszuk: megl
elégedhetlink egy olyan Ax vélasztassal, amelyre a vizsgalt fiiggvény (V) Ax-nek megfel
lel6 nagysagi kornyezetében elég jol kozelithetd egy masodrendd Osszefiiggéssel. Ezt
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a mésodrendd Taylor-polinom eltérése az eredeti fiigg
vénytSl legyen kicsi egy €, rogzitett hibahoz képest. Azaz a (13)-t felhasznélva:

Ax)—(T, 3 g
[ A0~ TN ax Moot ey AveqSlL
g 3! M,

Nyilvanvalo, hogy €, ért€két, amely a masodrendd kozelités tdréshatdrat szabja meg,
nem célszerd a fliggvény g szamitdsi hibajandl kisebbnek vélasztani. Viszont €, =&,

esetén, a masodik derivélt formula becsiilt hibdjat minimalizdlo Ax" = 3/24¢ 1My egy

nagysagrendbe keriil azzal a nagysagu kornyezettel, amelyben a fiiggvény masodrendben
jol kozelithetd, vagyis az optimalis Ax" értékeket valasztva, nemcsak jol kozelitjiik a
derivaltakat, de egyben a numerikus algoritmusunk mésodik iitemének (Newton-mdodO
szer) torzitdsmentes konvergencidja is biztositott.

A fentiek alapjan azt a kdvetkeztetést kell levonnunk, hogy a hibaanalizis a numerikus
eljarasunk hatékonysdganak megkeriilhetetlen eleme: az els§ litemben felmeriils szamita-
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si hibdkat (&) a masodik iitemben szerepl§ paraméterekkel (Ax) 6ssze kell hangolni, és ez
nemcsak a Iéonvergencia, hanem a differenciaformuldkkal felirt Newton-mddszer torzill
tasmentességének a feltétele is egyben. A hangolds elvégzéséhez becsiilniink kell az M,
és M, értékeket. Ezeket az optimumbeli operatornormékkal kozelitjik. Val6jdban M
kiszamitasahoz nincs sziikség a teljes n-linearis (derivalt) operator kiszamitasara, hiszen
ennek csak a norméjara vagyunk kivancsiak, igy felhasznaljuk az irdny menti derivaltak
alabbi tulajdonsagat:

d"f(x+ Ae)

(D" [n]
I =(D"f(x)(e™).

=0

M -t ahhoz az € vektopz tartoz6 n-ed rendd irdny menti derivélttal becsiiljik, amely
egy megfelel§ felbontasu Monte-Carlo-szimuldcié alapjan maximalisnak tekinthetd. Itt
persze ujra felmertiil a kérdés, hogy ha az irany menti derivaltakat szintén differenciafor
mula segitségével hatirozzuk meg, akkor hogyan valasszuk meg most a megfelel§ AA-t?
Valgjaban Ax értékének nem optimalis értéke, hanem optimalis nagysagrendje van, igy
ha ||AZe|| koriilbelil 0sszhangban van a Ax*-gal, akkor elfogadhatjuk az alkalmazott AA-t
is. A fentiek alapjén (¢, = 2-10%) M, = 17-10°, M, = 545-10°, és igy Ax = -10*-et
alkalmaztunk.

Az eddigiekben, az eljardsunk iitemeinek megfelel§ Osszehangolasaval elértiik azt,
hogy a felbukkand szadmitdsi hibdk mind V kiértékelésének hibdjara vezethetSk vissza.
Igy most az optimum hib4jat is €,-vel hozzuk kapcsolatba.

A V tarsadalmi joléti fiiggvény kiértékelésének hibdjara gondolhatunk dgy is, mintha a
valodi (analitikus) érték a [V - ¢, V + ¢] intervallumban lenne. Ez viszont azt jelenti,
hogy a valddi (analitikusan kiértékelt) optimumnak abban a halmazban kell lennie, amel
lyet a V tarsadalmi jOléti fliggvény a numerikusan kiértékelt V" optimum [V* - ¢, V" +
g ] kornyezetébe képez. Mivel ¢, elég kicsi, az optimum kozelében V masodrendben jol
kozelithetS (1asd fenn). Igy az optimum hib3jat a

Vi + %(x -xXYDVY(x-x)=2V -¢g,

Osszefiiggés adja meg, amely x = (y, p)-ra egy ellipszist hataroz meg (1. dbra).

Az ellipszis elnyujt alakjaban az a nyilvanval6 érzékenységbeli kiilonbség jelenik meg,
hogy v és p ellentétes valtozasdval a nyugdijak (és veliik az dsszes tobbi rendszerjelleml
z6) csak kevéssé véltoznak meg. Ezek utdn egy tetsz6leges mennyiség numerikus hibajat
ugy hatdrozhatjuk meg, hogy ezen ellipszis minden lehetséges y és p értékéhez [és ezekl
hez meghatdrozva a mellékfeltételeket kielégitG Osszes tobbi paramétert: 7 €s (R),] megll
figyeljiik, hogy az adott mennyiség milyen értékeket vehet fel. A gyakorlatban ezt a
megfigyelést Monte-Carlo-mddszerrel valdsithatjuk meg a legegyszeribben. A szamitall
sok eredményeit foglalja 0ssze az 1. és 2. tdbldzat.

1. tabldzat
A legfontosabb paraméterek a masodik legjobb optimum esetén

7= 0,18655 + 107
y = 0,021379 + 10
p = 0,085159 + 10
o = 0,032885 + 106
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1. dbra
A nyugdijformula paramétereinek (y és p) hibaja

p
0,085166 -
0,085164 -
0,085162
0,085160
0,085158
0,085156

0,085154

Y

0,085152 |
0,021384

T T T T T
0,021374 0,021376 0,021378 0,021380 0,021382

2. tdbldzat
A mésodik legjobb optimum paraméterei €s ezek becsiilt szamitasi hibai
(Monte-Carlo-mddszerrel)

D £ R Z U

45 0,32 30,5328 + 9 x 10 1,53311 +1 x 10 -76,628696 + 0
0,35 32,2383 + 8 x 10 1,7660 + 1 x 10™* -75,077069 + 0
0,38 33,6721 + 7 x 10 2,0211 + 6 x 103 -73,262052 + 0

50 0,32 32,2714 + 9 x 10 0,10215 + 6 x 10° 81,918235 + 0
0,35 33,9891 + 8 x 10+ 0,15411 £ 1 x 10° 80,201143 £ 0
0,38 35,4352 + 8x 10+ 0,24511 + 3 x 10° -78,226278 + 0

55 0,32 33,9072 £ 9 x 10+ -1,768191 + 0 -86,743067 + 0
0,35 35,6268 + 8 x 10 -1,959901 + 0 -84,832977 + 0
0,38 37,0748 + 8 x 10 -2,091541 + 0 -82,672887 + 0

Erdemes megfigyelni, hogy az egyes paraméterek hibai mennyire kiilonboznek egyll
méstol. Mig (R,), nyugdijba vonuldsi korok relativ hibai kozel azonosak, z, = TR, -
- b(R) - (D, - R) életpalya-egyenlegek mind relativ, mind abszolut hibdkat tekintve igen
kiilonboznek. A kiilonbségek 1ényegében az élettartamok fliggvényei, a relativ hiba a
kozépsd és a rovid élettartami egyéneknél azonosnak tekinthetd, ugyanakkor a hosszd
élettartami egyének életpalya-egyenlegének numerikus hibdja 0, ami azt jelenti, hogy a
numerikus hiba a szdmdabrazolasi hibdval azonos nagysidgrendd. Ugyanigy a 0 numerikus

hibat kapjuk az egyéni életpalya-hasznossagok esetében is. Itt vélik igazan szembetindvé
a numerikus hibaanalizis fontossiaga. y és p hibdja ugyanis egy-két nagysagrenddel a



1044 Aldcs Péter

numerikusan stabil érték alatt taldlhatd (ami alapjan a masodik derivaltat is becsiiltiik).
Ebben a tartomanyban tehat a numerikusan kiértékelt tarsadalmi joléti fliggvényben tapaszil
talt kiilonbségek erGsen eltérhetnek a valddi (analitikus) értéktSl, ezért a tapasztalt eltéréll
sekbdl semmilyen kovetkeztetést nem szabad levonni, igy az a kovetkeztetés is hibas, hogy
az egyéni €életpdlya-hasznossdgok hibdja 0. A valddi hibat ismerjiik és ez £, = 10 nagysagll
rendjében taldlhat6. (A mddszer természetesen minden mas esetben helyesen becsli a null
merikus hibat, mert a mellékfeltételek kielégitésének numerikus eljarasa 10~°-es relativ
hibaval mér érzékeny a y és p paraméterekben megjelend 10-“-es relativ valtozasokra.)

Simonovits [2003] eredeti cikkének kulcskérdése a nyugdijformula meredeksége. Bar
ugy tnik, hogy az ott bemutatott szadmitdsok alapjan a tompéabb 6sztdnzés feltételezése
igazoltnak 14tszik, a cikk nyilvdnvaldan sokat veszit bizonyitd erejébdl a kevésbé hatasos
numerikus megvaldsitds miatt. A nyugdijformula meredekségét mi most a nyugdijak
[b(R)] €s a nyugdijba vonulasi korok (R) szérasanak hdnyadosaként mérjik (e, az ,,ill
lesztett egyenes” meredeksége). Ennek a megkdzelitésnek az elénye, hogy egyuttal a
naiv 6sztonzés meredekségére is valtoztatds nélkiil alkalmazhatd, igy taldn az Osszehall
sonlitdsokra is alkalmasabb.

A nyugdijosztonzési formula meredeksége

Mieldtt ratérnénk a nyugdijformula naiv és exponencidlis formula esetében tapasztalt
meredekségének Osszehasonlitdsara, ejteniink kell néhany sz6t a naiv dsztonzési feladatl
r6l és annak numerikus megoldasarol.

Mint azt mar kordbban lattuk, a naiv formula a nyugdijosztonzési probléma sziml
metrikus informaciéjd, biztositasi elvii megkozelitésén alapszik, miszerint a nyugdijat
a nyugdijazaskori egyéni szdmldjan 1év6 Osszeg (7R) és a varhaté nyugdijas élethossz
(D" -R") hatdrozza meg:

TR
D' -R’

A fenti megkozelités viszont nem veszi figyelembe, hogy az egyének informacidval
rendelkeznek sajat élettartamukrol, és ez befolyasolja nyugdijazasukrdl hozott dontéseil
ket. Igy fennall az a lehetGség, hogy az élettartam és a nyugdijazasi kor kozotti korrelal
ciok miatt a rendszer kibillenhet az egyenstilydbol. Ennek elkeriilésére a (14) formuldt
valamiképpen (egy Uj paraméter segitségével) ki kell igazitani. A legegyszertibb megold
das az, hogy (14)-ben szerepl§ 7 helyett egy masik (4j) paramétert alkalmazunk, ami
tehat nem feltétleniil egyezik meg a jarulékkulccsal (7). A tovabbiakban mi ezt tekintjiik
a kiigazitott naiv 6sztonzésnek, bar a (14) formuldt még szamtalan helyen ki lehetne
igazitani (példaul ha nem az atlagos élettartamot vennénk stb.).

A naiv és kiigazitott naiv formuldval 6sztonzott rendszerek kozgazdasigi modellje
beilleszthetd az eddig bemutatott targyalasi keretbe, azzal az egyetlen kiilonbséggel, hogy
mas lesz a nyugdijformula. A modell numerikus megoldasa viszont sokkal egyszertbb.
A tiszta naiv 0sztonzés esetében a mellékfeltételek csak az R szerinti maximalizalasbol
allnak, és a tarsadalmi jolétet egy paraméter (7) szerint kell optimalizdlni. A kiigazitott
naiv 6sztonzés esetében a mellékfeltételekhez csatolnunk kell a nyugdijformulaban alkall
mazott 77 szamitasat is. Konnyen belathatjuk, hogy az exponencialis formuldra bemutal
tott numerikus eljards megfelel§ egyszerdsitéseinek a naiv formuldk esetében is hatél
konynak kell bizonyulniuk. A kevesebb paraméter miatt az eljards stabil marad, tovabba
az exponencidlis formuldval kapott becsiilt hibdk a naiv formuldk esetében felmeriild
numerikus hibakat feliilr6l becslik. Ez utébbi az exponencidlis formuldk esetében négy-

b(R) = (14)
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2. dbra
A nyugdijformula meredeksége a csoportok € paraméterbeli kiilonbségeinek (Ae) fliggvényében

o
0,040
0,039 4
0,038 +
0,037
0,036 +

0,035

0,034 4

0,033

0,032 Ae

T T T T T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030

— Exponenciilis Naiv =~ ----- Kiigazitott naiv

3. dbra
A nyugdijformula meredeksége a csoportok élettartambeli kiillonbségeinek (AD) fiiggvényében

o
0,040
0,039
0,038 4
0,037
0,036 +
0,035 4

0,034

0,033 4

0,032 ; ; . AD

—— Exponenciilis Naiv =~ ----- Kiigazitott naiv
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értékes jegyet biztosit, amely szamitasi pontossdggal a kovetkezd vizsgalatokban megll
elégsziink.

A kovetkezd numerikus vizsgalatokkal azt kivanjuk bemutatni, hogy a modell feltevél
sei mellett a naiv nyugdijformula hasznalata mindig ,,élesebb” 0sztdnzést jelent, mint az
exponencidlisé (ezen 4llitasra alapozva javasolhat6 a naiv formula tompitisa). Tapasztall
lataink szerint az egyes formuldk meredeksége (), csak az egyes csoportokat jellemzd
paraméterek kiilonbségétdl fiigg. Ha minden csoport paramétere megegyezik (csak egy
csoport van), akkor természetesen minden formuldval ugyanazt a meredekséget kapjuk.
Viszont akér az &, akar a D paraméterbéli kiilonbségeket kezdjiik el ndvelni, az exponenl
cialis formula tompdabb lesz a naiv formuldknal. Ezt a jelenséget mutatjuk be a 2. és a 3.
dbrdkon.

Szamitdsainkban ismét kilenc csoportot alkalmaztunk, méghozza ugy, hogy a kdzépsd
csoport (¢, D)) = (0,35, 50) paramétereit rogzitettiik, mig a sz€ls6 csoportok paramétell
reit az (8 * Age, D, = AD) Osszefiiggésnek megfelelGen vélasztottuk meg [igy
(Ag, AD) = (0,03, 5) eseten visszakapjuk az el6z6 szakaszban targyalt esetet]. A 2. és a
3. dabrakon O ponttal jelolt allapot a (Ag, AD) = (0, 0) esetnek felel meg. Ebbdl az
allapotbdl kiindulva el6szor Ae értékén noveltiik fokozatosan 0,003-ig, majd AD értékét
5-ig, majd visszafelé, eldszor ismét Ae értékét, majd AD értékét csokkentettiik O-ra,
mikdzben megfigyeltiik a formuldk meredekségét (o-t).

A harom 0sztonzési fliggvény meredekségét osszehasonlitva valéban megallapithatl
juk, hogy az exponencidlis formulét alkalmazva sokkal tompabb &sztonzést kapunk, mint
a naiv esetben. A csoportok kozotti kiilonbségek novelésével megfigyelhetd, hogy a naiv
formula egyre ,élesebb”, és az exponencidlis formula egyre ,,tompabb” lesz, mikdzben
a kiigazitott naiv formula meredeksége stabilnak mondhat6. Azt is megfigyelhetjiik, hogy
ha a csoportok élettartama ko6zott nincs kiilonbség, akkor a két naiv formula ugyan azt a
rendszert definidlja, vagyis a naiv formula kiigazitasara csak akkor van sziikség, ha a
csoportok egymastdl az € paraméterben (szorgalomban) is kiilonboznek.

Osszefoglalas

A numerikus médszerek hatékony alkalmazasidval még bonyolult feladatok esetében is
gyorsan értékes informacidhoz juthatunk, amely kiilondsen hasznos lehet példaul a mol
dell alapvetd viselkedésével, jellegzetességeivel vald ismerkedés folyaméan. Kevésbé hall
tékony modszereket alkalmazva viszont a numerikus mddszerek sokat veszithetnek értél
kiikb6l; nem elsGsorban azért, mert (akdr csak néhiny nagysigrenddel) megnovelik a
szamitasi hibakat, hanem azért, mert a hibak novekedésénél joval nagyobb titemben rom0
boljak le a numerikus eredményekbe vetett bizalmunkat, ezaltal az illusztraciok szintjére
stillyesztve a teljes numerikus apparatust. Ez kiilondsen azért veszélyes, mert az irodall
lomban is csak numerikusan szdmolt eredmények jelennek meg a modellezésnek szdban
forgd szakaszdban, ugyanakkor nemcsak a hibaszdmitds, de az alkalmazott numerikus
moddszerrdl is hallgatnak a szerz6k. Véleménylink szerint, ha mast nem, a szamitdsok
megbizhatdsagat szem el6tt tartva legalabb az alkalmazott numerikus médszer mélt6 len
ne az emlitésre.

Bemutattunk egy nyugdijosztonzési problémat és ennek egy lehetséges, hatékony null
merikus megoldasat, amelynek elvégeztiik a teljes hibaanalizisét. Ezaltal sikeriil a numel
rikus eljarast ugy bedllitani, hogy az eredményvaltozdk hibai a megkivant szint ala siillyed
jenek. Ezek utdn mar megvizsgalhattuk Simonovits [2003] altal felvetett kérdést, miszel
rint a nyugdijformulan, a biztositdsmatematikailag korrekt nyugdijformuldhoz képest kelld

sz

e valtoztatni a jelenlévd aszimmetrikus informaci6 jelensége miatt. A numerikus vizsga-
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lataink alapjan, a vélasz igen, méghozza egyértelmiien tompitani érdemes a formulan,
tovabba a tompitads mértéke annal nagyobb, minél nagyobbak a csoportok kozotti kiilonbl
ségek (élettartamban vagy szorgalomban).
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