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CSOKA PETER

Koherens kockazatmérés és tokeallokacio

Barmennyire szeretne is egy bank (vallalat, biztosité) csak az lzletre koncentralni,
nem térhet ki a pénziigyi (hitel-, piaci, operacids, egyéb) kockazatok el6l, amelyeket
mérnie és fedeznie kell. A teljes fedezés vagy nagyon kéltséges, vagy nem is lehetsé[ |
ges, igy a csdd elkeriilésre minden gazdalkodo egységnek tartania kell valamennyi
kockazatmentes, likvid t6két. Koherens kockdzatmereésre van sziikség: az allokalt
t6kének tiikr6znie kell a kockazatokat — azonban még akkor is felmeriil elosztasi prob[]
Iéma, ha jél tudjuk mérni azokat. A diverzifikacios hatasoknak készénhetéen egy
portfolio teljes kockazata altalaban kisebb, mint a portféliét alkoté alportféliok kocl]
kazatanak 0sszege. A koherens tékeallokdcio soran azzal a kérdéssel kell foglalkoz[]
nunk, hogy mennyi t6két osszunk az alportfélidkra, vagyis hogyan osszuk el ,,kor[]
rekt” médon a diverzifikacié elényeit. igy megkapjuk az eszkdzok kockazathoz valé
hozzajarulasat.

A tanulmanyban jatékelmélet alkalmazasaval, 6sszetett opcios példakon keresztiil
bemutatjuk a kockazatok kdvetkezetes mérését és felosztasat, felhivjuk a figyelmet a
kovetkezetlenségek veszélyeire, valamint megvizsgaljuk, hogy a gyakorlatban alkalll
mazott kockazatmérési modszerek [kiilonésen a kockaztatott érték (VaR)] mennyire
felelnek meg az elmélet altal szabott kévetelményeknek.*

Journal of Economics Literature (JEL) kéd: C71, G21.

A dolgozatban kockdzaton egy véletlen valtoz6 valamilyen jovébeli idSpontra vonatkozd
ismert (igy kiilonboztetve meg a bizonytalansagtdl) eloszlasfiiggvényének funkciondljat
(példaul szoras, VaR, CVaR stb.) értjiik.!

A definicié némi magyarazatra szorul. Kockazati szempontbdl csak a jovdbeli értékek
eloszlasa mérvadd, a multra ,fatylat borithatunk”. Gyakran nincs sziikség a teljes eloszl
las ismeretére: elég azt eldonteni, hogy vallaljuk-e, esetleg vallalhatjuk-e a kockazatot,
vagy sem. Ez egy bindris (vagy-vagy) kérdés, igy a kockazatot egyetlen szdmmal is
mérhetjiik, amellyel jol jellemezziik a pozicid veszteségeloszlasat. Ha ez a szdm meghall
lad egy kritikus értéket, akkor nagy a kockéazat; ha kisebb attdl, akkor tilbiztositottuk
magunkat; ha egyenld, akkor egyfajta kockazati optimumban vagyunk.

A kockazat mérésébdl implicit médon kovetkezik a kockazatkeriilés: azért mérjiik a

* Koszonom Balogh Endre, Csoka Zsanett, Csorbdk Alinka, Kirdly Julia, Petrovszki Péter, Skorvin
Robert és Solymosi Tamds segitségét.

! Az Artzner-Delbaen-Eber-Heath [1999] cikkbél indulunk ki. A matematikusok a koherens kockazatll
mérés preciz kidolgozasa mellett azt is elérték, hogy az opcids letéti szabalyok is kovetkezetesebbek
legyenek.

Csdka Péter a Budapesti Kozgazdasagtudomanyi és Allamigazgatasi Egyetem PhD-hallgatéja
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kockazatot, hogy keretek kozott tarthassuk. A kockazatkertilést két okbdl is feltehetjiik:
vagy a konkrét gazdasagi szereplé nem kedveli a kockazatot, vagy - jellemzGbb médon
- egy ,feliigyel6” megtiltja neki a tilzott kockazatvallalst.

Feliigyel6n a kovetkez$ szereplSket értjik.

Tozsdei elszamoldhdzak. A biztonsagosabb, folyamatos t6zsdei kereskedés érdekében
az elszamolohazak beékel6dnek az iigyfelek kozé. Minden iligylet masik oldaldn az
elszamolohaz all, ezért letéti kovetelményeket irnak el§ a kereskedSknek.>

Nemzeti, nemzetkozi szabdlyozok. A bankok, biztositok, nagyvallalatok stabilitdsa fonl
tos nemzetgazdasagi szempont, cs6dhullimuk hatalmas veszteségeket okozna. Ugyanakll
kor a nemzetdllamok altaldban vallaljak - a ,,végs6 mentsvar” (lender of last resort)
biztositdjaként — bizonyos nagysagig a betétek, biztositasi dijak, vallalati adossdgok visszall
fizetését, igy jogosnak tlinik ezen intézmények kockazatdnak mérséklése.

Nemzetkozi szinten az aktudriusok és a szamviteli szakemberek két szervezeten, a
Nemzetkozi Aktuarius Szovetségen (International Actuarial Association, IAA) és a Neml
zetkozi Szamviteli Szabvanyok Bizottsdgan (International Accounting Standards Board,
IASB) keresztiil egyiittmiikddve hatdrozzak meg a biztositotarsasagok t6kekdvetelményel
it. Hasonl6an a Bézeli Bizottsag (The Basel Committee) a bankszektor t6kekovetelményell
it irja el6.

Befektetési menedzser. Egy portf6lié menedzsere érdekelt kereskeddinek a regulazal
saban. Nagy veszteségek esetén a legrosszabb, ami torténhet a portféliokezelSkkel az az,
hogy elbocsatjak Sket. Igy a befektetési menedzsernek féken kell tartania buzgé (kockazl
tatd), prémiumra torekvé iigynokeit.

A befektetési menedzser és a végsé menedéket nyujtd dllami intézmény mint megbizd
igyvivdi cselekedeteir6l informéciés hidannyal (hidden action) kiizd, ezért a szabdlyozas
mar csak a moralis kockazat csokkentése miatt is indokolt. A szabalyok meghatarozhatll
nak egy kockazatszintet, amelynél nagyobbat nem engednek. Ez a szint a szabalyozottak
szamara kockazati fels§ korlatként (limitként) szolgélhat.

Koherens kockazatmérés

A kiilonféle gazdasagi helyzetek (portf6liok) kockazatat a veszteségiik® jovibeli eloszlal
sabdl hatarozzuk meg, az ezeket szamszer(sitd valoszintiségi valtozokat X, Y stb. betiikd
kel jeloljuk.

Legyen p(X): X—R egy kockazati mérték!

A p(X) értelmezése:

- ha pozitiv, akkor p(X) az a minimalis pdtldlagos kockazatmentes, likvid tSke (pénz),
amelyet hozza kell tennie a szabalyozott félnek a pozicijahoz (és prudensen befektetni);

- ha negativ, akkor -p(X) nagysagui pénzmennyiség lehivhatd a poziciobol, vagy karl
potlasként megkaphatd;

- ha nulla, akkor a szabélyozott félnek éppen a p(X) a kivanatos mérték, ilyenkor
pontosan a megtlrt kockazat van a poziciéban.

2 Ugynevezett modellmentes (model-free), standard médon szédmittatja a letéti kovetelményt az Egyesiilt
Allamokban az ellendrzése ald tartozé tzsdéken a Securities and Exchange Comission (SEC, értékpapir- és
tozsdefeliigyelet). Modellfiiggé a Londonban és Chicagéban alkalmazott SPAN-mddszer (standard portfolio
analysis of risk). A kés6bbiekben mindkét modszert részletesen ismertetjiik.

3 A nyereségbdl is kiindulhatnank, a képletek értelemszertien atalakithatok. A veszteségben taldn egyszell
ribb gondolkodni. A negativ veszteség nyereség (a masik megkozelitésben a negativ nyereség veszteség).
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Koherens kockdzati mérték*

Azt mondjuk, hogy p(X) koherens kockazati mérték, ha minden X-re és Y-ra teljesiti a
kovetkezd négy axiomat.
- Szubadditivitas:

pX+Y) < p(X) + p(¥).
- Monotonitds:
ha X > Y (,,majdnem mindeniitt”), akkor p(X) = p(Y).
- Elsdfokii homogenitas:
minden A > 0 valds szamra p(AX) = Ap(X).
- Sallangmentesség (translation invariance):
minden « konstansra igaz, hogy p(X + o) = p(X) + o.

Ezek teljesen természetes kovetelmények egy kockazatot kifejez6 mérdszammal szemben.

Az els6, szubadditivitdst megkoveteld axioma szerint az 0sszeolvadds nem okoz extrall
veszteségeket: ha egyesitiink két portf6liot, akkor van kockazatdiverzifikdciés hatas.
Teljesiilése esetén, ha egy bankcsoporttél kevesebb t6két kdveteliink meg, mint a csoport
tagjaitdl 0sszesen, akkor is biztosak lehetiink abban, hogy sikeriil a kockazatot kordaban
tartanunk. Egy befektetési menedzser — akinek két kereskeddje van p(X) és p(Y) kockall
zattal — bizhat abban, hogy p(X) + p(Y) effektiv fels6 korlatja portféliokezelSi egyesitett
kockazatdnak, p(X + Y)-nak. Ha L nagysagu kockédzatmentes, likvid t6ke (pénz) &ll
rendelkezésére, akkor L és L kockazati limitek (L, + L = L) engedélyezésével a teljes
(X + Y) portfolié kockazati mérGszama L alatt marad.

Ha nem teljesiil a szubadditivitas, akkor a limitek felallitisa semmilyen felsé korlatot
sem nyujt a teljes pozicié kockdzatossdgara. Lehet, hogy a teljes kockazat a limitek
Osszegének tobbszorose. Az ilyen értelemben rossz mérdszam a szabalyozottakat sajatos
cselekedetekre Osztonzi:

- ilyenkor a t6zsdézd tobb szdmlat nyithat, igy csokkentve letéti kovetelményét;

- a véllalatok, bankok, biztositok lednyvallalatokat, fiiggetlen fiokokat hoznak 1étre,
igy kisebbnek tiinik a kockazatuk;

- a fiiggetlen kereskeddk Osszejatszhatnak, hasonld triikkkoket vethetnek be.

Ezekre a triikkkokre és a limitek elosztdsara még visszatériink.

A monotonitds szerint, ha az X esetén majdnem mindeniitt legaldbb annyit veszitiink,
mint az Y esetén, akkor az X kockazata legalabb akkora, mint az Y-é.

Az elsd fokii homogenitds nemcsak annyit jelent, hogy mindegy, hogy miben mérjiik a
kockazatot (példaul forintban vagy ezer forintban), hanem azt is megkoveteljiik, hogy a
pozicié mérete egyenes ardnyban befolyasolja a kockazatot. Ha kiszdmitjuk egységnyi
termék kockazatat, akkor a teljes kockdzat meghatarozasiahoz nyugodtan lehet szorozni a
darabszammal.’

A sallangmentesség szerint, ha mindig egy konstanssal nagyobb a veszteség (ez a
sallang), akkor egy konstanssal nagyobb a kockazat. Ha két portf6li6 csak abban kiilénO
bozik egymastol, hogy az egyikben mindig (barmilyen esemény kdvetkezik be) 10 forintd
tal tobbet vesztiink, akkor ennek 10 forinttal nagyobb a kockdzata, mint a mésiknak.

4 Artzner-Delbaen-Eber-Heath [1999] alapjan.
5 Nagy tételek esetén ugyan lehetnek likviditasi problémak, vagyis az aranyosnal jobban megnovelhetik a
kockazatot, de ezek egyedi, kiilonleges esetek.
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Nem koherens mérdszdmok®

Barmennyire nyilvanvalé dolgokat koveteliink meg koherens kockazati mértékiinktdl,
ezek mindegyike - sajnos - 4ltalanos esetben nem teljesiil két gyakran hasznalt kockazati
(statisztikai) mértékre: a VaR-ra és a szorasszabalyra. Legegyszertibb példaként tekint
stink két véletlen valtozot tiz lehetséges realizacion (vildgéllapoton), amelyeknek azonos
a bekovetkezési valdszindsége (mégpedig 0, 1)!

Szordsszabdlyon a jovObeli veszteségeloszlasra vonatkozd varhatd érték és a szords
(adott konfidenciaszinthez tartozd) szdmszorosat értjiikk. Az 1. tdbldazat jobb oldali része
a szOrdsszabély nem koherens voltit bizonyitja. Az X, vesztesége minden vildgallapotban
nagyobb vagy egyenls az X, veszteségénél, ennek ellenére az atlagtol kétszordsnyi eltél
réssel szamitott kock4azat itt kisebb. A szdérasszabaly nem monoton, igy nem koherens.

1. tablazat
A VaR és a szOrdsszabdly vizsgalata a veszteségekbdl

VaR Szorasszabily

vilagallapot X, X, X +X, vilagéllapot X, X,
1. 0 0 0 1. 1 5
2. 0 0 0 2. 2 5
3. 0 0 0 3. 3 5
4. 0 0 0 4. 4 5
5. 0 0 0 5. 5 5
6. 0 0 0 6. 5 5
7. 0 0 0 7. 4 5
8. 0 0 0 8. 3 5
9. 1 0 1 9. 2 5
10. 0 1 1 10. 1 5
VaR (85 szazalék) O 0 1 E(X) 3 5
o(X) 1,41 0

E(X)+26(X) 5,82 5

Forrds: Meyers [2000] 4. o. és 5. o. tablazatai 0sszevonva.

Az o (példaul 95 szazalék) kvantilishez tartozd, adott jovébeli idSpontra vonatkozd
kockéztatott értéken (Value at Risk, VaR) a kovetkez kifejezést értjiik:

VaR (X) = {inf x | Pr(X < x) > o},

Optimista felfogdsban: az a minimalis veszteségkvantilis, amelynél csak kisebb vagy
egyenld nagysagut veszithetlink, legalabb o szazalékos (példaul 95 szazalék) eséllyel,
valamilyen jovdbeli idSpontban lehetséges veszteségekre vonatkoz valdszintségeloszlas
alapjan. A VaR az 1990-es években nagyon népszerdvé valt a kockazatkezelésben, igy
még megddbbentSbb az 1. fdbldzat bal oldali része. A 85 szazalékhoz tartozd VaR X, és
X, esetében kiilon-kiilon szdmolva 0, mivel nemcsak 85 szdzal€kos, hanem 90 szézal€kos
biztonsaggal is allithatjuk, hogy 0-ndl tobbet nem vesztiink (csak 0,1 az esélye az 1
veszteségnek). X, + X, veszteségeloszlasit egyiitt vizsgdlva, viszont nem jelentkezik dill
verzifikacids hatds, a teljes portfolio VaR-ja 1.

A VaR nem koherens, mivel taldltunk egy olyan példit, amikor nem szubadditiv. A
kovetkezd harom példa tovabbi, hasonld forrasbdl fakadd problémakra figyelmeztet.

5 Meyers [2000] alapjan. A szerzG a biztositdsmatematikusok ,koherens ttra téritGje”.
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1. példa: a VaR ellen: hitelkockdzat (Albanese [1997]). Tekintsiink egy nem diverzifikalt
véllalati kotvényportf6liot! Olyannyira nem diverzifikalt ez a portf6lid, hogy csupan
egyetlen véllalat kotvényébe fektettiink. Tegytlik fel, hogy a kockdzatmentes kamatldb
z€rd, ezen felvettiink 1 milli6 forint hitelt. Minden véllalati kotvény kamatfelara (spread)
2 szazalék, a véllalatok 1 szazalék eséllyel cs6dbe mennek, és nem fizetnek vissza semfl
mit. Mekkora a 95 szdzalékos megbizhatdsagi szinthez tartozé VaR?

Ha nem megy csédbe ez a cég, akkor 20 ezer forintot nyeriink, s legalabb 95 szazalél
kos biztonsaggal ez teljesiil. A VaR negativ, nincs mit6l tartanunk.

Mi torténik akkor, ha nem tetszik nekiink a kockézat ilyen mértékd kiélez6dése, és
diverzifikdlunk? Osszuk szét kolcsonkapott tékénket 100 egyenld (10 ezer forintos) részl
letre, 100 kiilonbozd vallalat kotvényét vegylik meg! Annak az esélye, hogy legalabb két
véllalat cs6dbe megy (és 20 ezer forintot vesztiink rajtuk):

1 1-100 x 0,01 X 0,99% -0,99'%° =~ 0,2642.

(legalabb ketté csédbe megy) -t P(l vagy 0 megy csGdbe) -

Mar a 74 szazalékos VaR is pozitiv, nem is beszélve a 95 szdzalékosrol. A VaR
kockazatmérési moédszer most annak ellenére nagyobb kockazatot mutat, hogy diverzifill
kacidt hajtottunk végre. Ha ezt hasznaljuk, akkor kockazatkoncentracidra Osztondzhetd
jik a szabdlyozott szereplGket.

2. példa: a VaR-korldtokat kijatszo portfoliokezeldk (Artzner és szerzotdarsai [1999]). A
VaR-alapt kockdzatmérés rdadasul rossz kockazatelosztasra is 0sztondzheti a befektetési
menedzser portflidkezeldit. Tekintsiik a 2. tdbldzatban szerepld egyszert, de szemléled
tes példat!

2. tdbldzat
Valdszintségek, vilagallapotok és kifizetések

Val6szintiség Vilagallapot A B C
0,94 1. 300 300 300
0,03 2. -100 -80 -120
0,03 3. -100 -120 -80

Forrds: Artzner és szerzotdrsai [1999] 15. o. alapjan.

Tegytik fel, hogy a hdrom lehetséges vilagallapotban két keresked§ azonos pozicidt
tart, mindketten A kifizetéssel szembesiilnek.” Pozicidiknak 95 szazalékos VaR-ja 100
(fejenként), mivel a diszkrét nyereségeloszlast jobbrél kumulalva 0,94 + 0,03 = 0,97-et
kapunk, vagyis 97 sz4zalékos biztonsaggal is éllithatjak mindketten, hogy nem vesztenek
tobbet 100-nal. Ha a portféliokezel6k megallapodnak (fogadnak) egymassal, a 2. és a 3.
vilagéllapot kozott transzferdlva 20 egységet (2. vilagallapotban az egyik, 3. vilagéllall
potban a masik nyer 20-at), akkor az egyik a B, a masik a C poziciéra szimolhatja a
VaR-jat. Rovid gondolkodas utdn mindketten a 80-as értékhez jutnak (ennél tobbet 95
szazalékos eséllyel nem vesztenek), sikeriilt csokkenteniiik a kockaztatott értékiiket.® A
baj csak az, hogy ha a keresked6k kockazatkeriilSk, akkor mindkettdjiiknek csokkent a
véarhat6 hasznossaga, mivel a biztos 100-as veszteséget elcserélték a véarhat értékben
100-as nagysagra (0,5x80 + 0,8x120 = 100).

7 A 300-as érték természetesen tetszGleges pozitiv szam lehet.
8 Ha még tobbet transzferdlnak, a VaR negativ is lehet 95 szdzalékos szinten.
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3. példa: mordlis kockdzat, VaR manipuldlds. Ez a példa azt szemlélteti, hogy egy bankl
nak lehet§sége van VaR-limitjének , kozmetikdzasira”, opciok hasznalataval (Danielsson
[2001]). A szabilyozd szdmara ez a tevékenység rejtett marad (hidden action), moralis
kockazat jelenik meg. Tegytik fel, hogy a bank jelenlegi kockaztatott értéke 1 szazalél
kon, adott id6tavra VaR . Ezt a szintet egy kivdnatos, kisebb VaRP-re csokkentheti, ha
eladasi kotelezettséget vallal VaR - € (¢ > 0) kotési arfolyamon, €s eladdsi jogot vesz
VaRP + ¢ lehivasi arfolyamon (1. dbra).’

Az eladasi jog és az eladasi kotelezettség semlegesitik egymast a két VaR-szint kdzott,
de novelik a nagyobb veszteségek valdszintiségét, igy csokkentik a varhaté hozamot, és
novelik az eloszlas farkit. Az eredmény: kisebb VaR-érték, de intuitive nagyobb, kiéled
z6dott kockézat.

1. dbra
VaR-manipulélds opcidkkal

Kumulativ eloszlasfiiggvény

VaR, VaR® Veszteség/nyereség
— Manipuléci6 eldtt — — - Manipulaci6 utin

Forrds: Danielsson [2001] 17. o.

Koherens mérdszamok

Az ellenpéldak alkalmasak annak bizonyitdsdra, hogy valamilyen mérészam specidlis
esetben nem koherens. Ha azt szeretnénk beldtni, hogy egy kockdzati mérték mindig
koherens, akkor nem célszerd végigzongordzni az Osszes lehetséges eloszlast, hanem
alkalmazzuk az tigynevezett reprezentacios tételt, amely konnyebben ellendrizhet§ kritéd
riumokat fogalmaz meg. E tétel segitségével szemléletesebben jellemezhetjiik a koherens
kockazati mértékeket. A reprezenticios tétel érthetdségét segiti, ha elStte bemutatjuk a
SPAN letéti kovetelményt, amelyet késébb osszevetiink az Ertékpapir- és Tézsdefell
igyelet (SEC) kovetelményeivel.

Modellfiiggd SPAN letéti kovetelmények. A SPAN portfélidalapt letéti kdvetelményt ir
el6: nem kiilon-kiilon kell a portfolié osszetevdire letétet képezniink, mivel a kockazatok
részben semlegesithetik egymast. Meg kell vizsgalni, hogy mekkora az dsszetett opcids
pozicié lehetséges vesztesége adott idStdvon és paraméterkonstelliciéban (arfolyam,
volatilitds), valamilyen jol definidlt eljards (modell) hasznédlatdval. Rogziteni kell, hogy a

° Az alaptermék a bank vesztesége. A szdrmaztatott termékek arra sz6l6 fogaddsok, hogy a bank vesztell
sége mekkora lesz. Az eladasi kotelezettségnél pl. a bank arra fogad, hogy (VaR -€)-nél kisebb lesz a vesz-
tesége. Ha veszit (nagyobb a vesztesége), akkor az opcidn is veszit, igy vastagabb lesz az eloszlas farka.
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3. tabldzat
14 lehetséges eset az arfolyam- és a volatilitasvaltozasra

. Volatilitas

Arfolyam

+1 -1
-3/3 13 14
-2/3 9 10
-1/3 5 6
0 1 2
1/3 3 4
2/3 7 8
3/3 11 12

Forrds: Szdaz [1999] 559. o.

3. tabldzatban mekkora az egységnyi arfolyam-, illetve volatilitdsvaltozas, igy 14 esetet
kapunk.

A Londonban hasznélt médszer sordn az eljarasba a 14 esetet és két extrém arfolyamil
véltozast taplalva kiszamitjuk, hogy mekkora a veszteség. Opcids pozicidknal konnyen
elképzelhetd, hogy az els6 esetben (0 arfolyam-, 1 volatilitdsvéltozés) szenvedjiik el a
legnagyobb veszteséget, ezért a 16 helyen , végigtapogatjuk” a veszteségeket, és kival
lasztjuk koziiliik a legnagyobbat.

A chicag6i CME-n (Chicago Mercantile Exchange) a 3. tdbldzatbeli 14 esetbdl a leg
nagyobb veszteség 65 szdzaléka, és 2 extrém arfolyam-elmozdulds koziil a nagyobb veszl
teséget add 35 szazalékaként adodik a letéti kovetelmény. Ez a letéti kdvetelmény 28
altalanositott forgatokonyv'® koziil a legnagyobb veszteséget ad6t valasztja. A reprezenl
tacios tétel kockazati mértékcsaladjai ilyen altalanositott forgatokonyvek.

A reprezentdcios tétel (Artzner és szerzotdrsai [1999], magyarazat: Meyers [2000]). A tétel
szerint egy kockézati mérték pontosan akkor koherens (azaz kielégiti a négy axiémat), ha
- veszilink egy valoszindségi mértékcsaladot (IT);!!
- a kockazati mérdszam értéke egyenld az ebbdl a csaladbdl vett valdszintségeloszlasok
(P) szerint szamitott veszteség diszkontalt varhaté értékeinek a szuprémumaval:

p(x) = sup{EP(§)| Pe H}.

Arra a meglepd kovetkeztetésre jutottunk, hogy minden koherens kockdzati mérdszdam
kiilonbozd altalanositott forgatokdnyvek koziil a legrosszabban bekdvetkezd veszteséget
méri; masként fogalmazva: a legrosszabb (elemi) esetek veszteségének sulyozott atlaga.
Minél tobb forgatékonyvet vesziink szamitasba, anndl konzervativabb (nagyobb) a kocll
kézati mérték.

A chicagéi SPAN letéti kovetelménynél az arfolyam- és volatilitisvaltozas 16 esel
ménybdl all6 terét olyan részhalmazokra osztottuk, ahol a 14 X 2=28 részhalmaz egyik
eleme a 14 normalis elmozduldsbol (65 szdzalékos sullyal), méasik eleme a 2 extrémbdl
(35 szazalék) adodott.

10°A 14 darab normilis elmozdulds 65 szdzalékos eséllyel és a 2 darab extrém 35 szdzalékossal.

' Diszkrét esetben gy kapunk meg egy valdsziniségi mértékcsaladot (altalanositott forgatokonyveket),
ha az eseményteret felosztjuk részhalmazaira, és a részhalmazok minden eleméhez rendeliink egy bizonyos
valészintiséget. Ugyeljiink arra, hogy ezek osszege 1 legyen, vagyis feltételes eloszlassal operdljunk!
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Artzner és szerzdtdarsai [1999] felhivjak a figyelmet arra is, hogy kovetkezetes kockal
zatméréshez még a modellkockdzat is figyelembe vehet§, ha a forgatokonyvek (lehetsél
ges paraméteregyiittesek) k6zé mas modell altal generalt jovébeli paramétereloszlasokat
is felvesziink.

Az explicit forgatokonyv alapii kockdzatmérés arnyoldala, hogy ha a portfolié kockal
zata tobb tucat vagy akar tobb szaz faktortdl fiigg, akkor nem egyértelmt, hogy milyen
megfontoldsok alapjan véalasszunk szcendriokat (Pearson-Smithson [2002]). Sok piaci
tényezd esetén ez a megkdzelités elvesziti az intuitiv vonzerejét, és nehéz elmagyardzni
az igazgatsagnak, a szabdlyozoknak és egyaltalan barkinek. Ilyenkor szignifikdns gonl
dolkodésra és a portf6lid6 mélyrehaté ismeretére van sziikség, ami nem baj, mert egy
olyan mddszer, amelyben gondolkodni kell a szdmitasok el6tt, csak fejlesztheti a kockal
zatkezelést.

Mivel végtelen sok éltalanositott forgatokonyv elképzelhetd, ezért szamtalan koherens
kockazati mérték all rendelkezésiinkre, tehit az axiomak nem jelolnek ki egy konkrét
kovetendS példat. A koziilik valo vélasztds (és az, hogy egydltalan valasszuk-e Gket)
széles értelemben vett koltség-haszon megfontolasok eredménye (az elényoket és a hatl
ranyokat 1asd késébb).

Fontos hangsilyozni, hogy a szamitisba jov6 szcendridkat elére be kell jelenteni a
szabalyozottaknak, hogy tudjak, hogyan mérik Sket. Ezzel ekvivalens az, ha megadjuk
az éltalunk valasztott koherens mértéket. Koziiliik kett6t részletesebben megvizsgalunk:
a maximalis veszteséget és a feltételes kockaztatott értéket (Meyers [2000]).

Az eddigi tudéssal felvértezve konnyen belathat6, hogy a maximdlis veszteség kohell
rens kockazati mérték. Alljon a teljes eseménytér (Q)o, (i = 1,2,...,n) elemi eseményekl
bél. Minden o, eseményhez tartozik egy X, veszteség. Tekintsiik a kovetkezd val6szindl
ségi mértékcsaladot:

1 weq

r-|

Konnyen lathatd, hogy ha a diszkontélastol eltekintiink (d = 1), a maximalis veszteség
(mint kockazati mérészam) épp ezen a csalddon vett varhat6 értékek felsd hatara (amely

a legnagyobb érték):
sup{EP(§)| Pe H} = max(X,).

A VaR azt mutatja meg, hogy adott id6tdvon, konfidenciaszinten maximum mekkora a
veszteség nagysaga. 95 szdzalékos megbizhatdsdgi szinten pesszimista néz&pontbol azt
mondhatjuk, hogy 5 szazalék eséllyel a VaR altal mért kvantilisnél nagyobb lesz a veszl
teség. A vezetés arra kivancsi, hogy ha bekovetkezik az 5 szazalékos esemény, akkor
mekkora lesz a veszteség varhato értéke, atlagos nagysaga.

Az « kvantilishez tartozo feltételes kockdztatott érték (Conditional VaR, CVaR) ezt
mutatja meg:

0 weo,

CVaR = E[X|X > VaR (X)].

A CVaR is koherens, amelynek laza bizonyitdsaként gondoljuk meg a kovetkezdket:
Ha a valdsziniségi mért€kcsalad tagjai az eseménytér n elemd részhalmazéhoz (A4)
egyenld valoszintiségeket rendelnek (€s ezeket 6sszeadva 1-et kapunk), akkor ezt kapjuk:

1
P,(a))= ; we Ai.

0 we A4
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Az igy vett varhat6 értékek szuprémuma a legrosszabb esetek atlaga lesz. Ezek szerint
a legrosszabb esetek egyszerd atlagit adé mérGszam koherens, hasonldéan a feltételes
VaR is az.

Az . tdbldzat bal oldali része ,megbuktatta” a VaR-t, nézziik, hogy a CVaR kialljall
€ a szubadditivitasi probat oo = 85 szazalékon! CVaR(X|) = CVaR(X)) = 1, ugyanis a
megfeleld VaR-kvantilisnél (0) nagyobb Vesztesegek varhato értéke 1. CVaR(X, + X)) = 2,
mivel 1-nél nagyobb veszteség csak a 2 lehet. Igy CVaR(X,+X)) < CVaR(X)) +CVaR(X ),

a CVaR itt szubadditiv.

A VaR osszevetése a koherens mértékekkel

Lattunk koherens és nem koherens kockazati mérGgszamokat, utobbiak koziil a VaR széll
les korben alkalmazott és a bankszabalyozok altal megkovetelt igynevezett alsdagi kocll
kazatmérési eszkoz.'2 Mi lehet a VaR sikerének titka? Erdemes-e javitani elvi hib4jan?
Lassuk az elényoket, majd a hatranyokat!

A VaR eldnyei:

- elterjedése elSrelépést jelentett a nomindlértékben meghatirozott limitekhez képest,
amikor a szabalyozott felek nem véllalhatnak adott értékd nyitott pozicional tobbet;

- a tankonyvi kockazatdefinicid, a széras csak normadlis eloszlas esetén'® hasznalhatd
jol. A VaR eloszlasfiiggetlen, kiszamithat6 a teljes eloszlas ismerete nélkiil is szimul4cids
mddszerekkel, ugyanakkor viszonylag konnyd foganatositani;

- a vallalat egészének kockazatat egyetlen kockaztatott értékben 6sszegzi (ezaltal mar
konnyebben értelmezhet§ a fels§ vezetés és a részvényesek szdmadra, olyan nevezd, ami
segit a kiilonbdzd kockdzatos tevékenységek Osszehangoldsaban) (Jorion [1999]);

- megragadja a diverzifikaciés elényoket;

- konnyd szabalyozni, ezért a szabalyozok kedvelik.

A VaR bevezetése elrelépést jelent abban a tekintetben, hogy végre probaljak mérni,
figyelembe venni a kockazatot. A nomindlis limitek és a szords mell6zése j6 otlet volt, de
a VaR bevetése nem tokéletes valasz a kihivasokra.'

A VaR hdtrdnyai:

- nem késztet diverzifikiciora, st néha kifejezetten ellehetetleniti azt;

- diszkrét, nem sima eloszlasokndl még koriiltekint6bben kell alkalmazni ezt a kvantilis
alapi megkdzelitést (a hitelkockézati példa is ezt mutatta);

- a veszteségeloszlasbol csak egy pontot (kvantilist) ragad ki, ami arra vezethet, hogy
fedezéssel vastagabb farku eloszlést allitunk eld;

- a VaR nem mond semmit a vartndl nagyobb veszteségek nagysagarol, vastag farka
vagy nem sima eloszlasoknal ez jelentds hiba.

Kétkedéssel fogadunk ehhez hasonld kijelentéseket: ,,90 szdzalékos VaR biztonsagi
szinteket hatdroztunk meg harom iizleti teriiletiinkre, igy teljes pozicionk mar koriilbeliil
95 szazalékos szinten biztositott”. A diverzifikaciés hatdsban bizva, azt gondolja ez a
menedzser, hogy a kockazatok kioltjdk egymast, a teljes pozicié VaR-ja kisebb, mint a
harom teriilet egyedi kockazatanak Osszege, igy novelhetd a biztonsagi szint. Ez felel6td
len kijelentés, mivel a VaR nem szubadditiv. Ez az elvi probléma megakadalyozza, hogy
- altalanos esetben - VaR-limitek feldllitdsaval a teljes pozicié kockazatossagara fels
korlatot adjunk. Konnyen el6fordulhat, hogy a teljes kockaztatott érték a VaR-limitek

12 Downside-risk measures: a nagy veszteségek lehetGségét és mértékét kifejez6 mérdszamok.
13 Tlletve annak minimdlis 4ltaldnositdsa, az elliptikus eloszlasok esetén.
4 Kondor [2003]: , Latszik rajta, hogy hirtelen, panikban vezették be”.
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Osszegének tObbszOrdse, a szabdlyozottak latszélagos kockdzatcsokkenést érhetnek el
pozicidik szétvalasztasaval.

Tovabbi érvek, ellenérvek

A kép még nem teljes, vannak még érvek mindkét oldalon, mind a VaR mellett, mind
a VaR ellen. A gyakorlatban a normalis eloszlas feltételezése és a VaR-limitek hasznalata
bevett szokas. A szubadditivitas kérdése is arnyalhato.

Normalis eloszlast veszteség esetén a VaR a szdrdsszabalyra egyszerisodik, a varhatd
értékhez a standard normadlis eloszlds inverz fliggvényének o-beli értéke és a szoras
szorzata adddik:

VaR (X) = E(X) + &(@) - §,(X).

A normélis eloszlds feltevésével a VaR szubadditiv lesz (igy koherens, mert a tobbi
tulajdonsagot nem sérti meg). Ilyenkor a korrelaciok alapjan kioszthatok a VaR-limitek,
a teljes pozicié VaR-ja nem fogja meghaladni a limitek 0sszegét.

Az eddig emlitett problémaktol eltekintve tegyiik fel, hogy VaR-limitet adtak meg egy
portfdlidkezeld pozicidjara (ami a gyakorlatban nem ritka). A keresked§ ekkor megfelel
16 fedezeti technika hasznalataval (kis kockazati papirokba fektetve) bebiztositja, hogy
teljesiil a VaR korlatja. A fennmaradé t6két varhatd6 hozamanak maximalizaldsara haszl
nalja: példaul nagyon magas kotési arfolyamu, olcsd, nagy valdszintséggel nyereséggel
nem lehivhat6 vételi jogot vesz (OTM-opcidkat — out-of-the-money). Ha magas lesz az
alaptermék arfolyama, akkor kis valdsziniséggel hatalmas a hozam, ellenkezd esetben
nagy valoszintiséggel negativ a hozam, vagyis veszteség keletkezik, mivel a portfoliokezeld
elveszti az opcids dijat. Ezt a jelenséget nevezi a szakirodalom kaszinéhatasnak.'> Walter
[2002] ramutat, hogy pdtldlagos kockazati kritériumként a feltételes VaR-t (amely kohel
rens) is figyelembe véve csokkenthet§ a kaszindhatds, természetesen a varhaté hozammal
egyltt.

Igaz, hogy a VaR implicit médon, egy szammal val6 szorzéssal atalakithat6 (szubadditiv)
feltételes VaR-rd (CVaR), de ez a mddszer Danielsson [2001] szerint nem ajanlott. Ha
mas mérdszamra van sziikség, akkor azt expliciten jobb modellezni, mivel kétséges el
oszlasfeltevéseken mulik az a szdm, amellyel szorozni kell. A feltételes VaR explicit
alkalmazédsakor azonban sokkal tobb adat kell az utdtesztelésre. Egyébként azt a tény,
hogy a VaR nem szubadditiv, nem feltétleniil komoly probléma. Megmutathat6, hogy a
VaR és a CVaR ugyanigy rangsorol kockazatos projekteket kelléen magas konfidenciall
szinteken.'®

Modellmentes letéti kovetelmények (SEC)

Valasszunk egy koherens kockazati mértéket (a maximalis veszteséget), és vizsgaljunk
meg a SPAN utan egy masik tdzsdei letéti kovetelményrendszert, a SEC el§irasait! A két
modszer dsszehasonlitisa érdekes Osszefiiggésekre derit fényt.!”

Azonos lehivasi id6pontra vonatkozé vételi jogaink és eladasi kotelezettségeink (call
opcidink) vannak, erre a portfoliora a SEC letétet ir eld.

Feltevések. Az opcids dijaktdl eltekintiink, azokat mar kifizettik vagy megkaptuk.

Lejarati drakon szdmolunk. A diszkontalastdl eltekintiink, mivel rendszerint a letéti kal

5 A VaR-limittel korlatozott kereskedd implicit hasznossagfiiggvénye kockazatkeriil§ magatartast mutat
a VaR-kvantilisnél nagyobb veszteségekre, mashol viszont kockazatsemlegeset.

16 Danielsson [2001] alapjan, a hasznossagfiiggvények masodrendd sztochasztikus dominancidja is feltétel.

7 A Denault [2001] kozol egy SEC letéti kovetelmény kiszamitasi példat (24. o.), amit részletesen bemutall
tunk (abrakkal illusztralva és j megolddsokkal). A példa folytatasa elvezet a koherens tSkeallokacio tertiletére.
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mat nagysaga jelentéktelen vagy nulla. Ot kotési arfolyam lehetséges: 10, 20, 30, 40 és
50. Pozicionk (C,, ahol p a lehetséges lehivasi arfolyamok vektora) (4. tabldzar).

4. tabldazat
Kiilonboz§ kotési arfolyamu call opcidk az dsszetett opcids pozicidban

Kotési arfolyam C, C,, C, C, (O
Darabszdm -1 -2 8 -7 2

Forrds: Denault [2001] 24. o.

Portfélionkban van 1 darab 10-es lehivési arfolyamu eladasi kotelezettség (short call,
SC), 2 darab 20-as SC, 8 darab 30-as vételi jog (long call, LC) stb. A SEC azt kéri, hogy
adjunk meg ezzel ekvivalens poziciét vertikdlis kiilonbozetek (spread) és pillangdk
(butterfly),'® osszefoglaldan standard kockazati termékek segitségével.

A bazeli standard modellhez hasonldéan minden terméknek megvan a letéti kdvetelmél
nye, de a SPAN eljarassal ellentétben itt nem valamilyen modellt hasznalva kell a portf6lié
veszteségeloszlasat ,,letapogatni”. Ugyanakkor a modellmentes médszerek hatranya, hogy
ha 4j termékek jelennek meg (példaul katasztrofakotvények), akkor 4t kell irni a szabal
Iyokat, meg kell adni az 4j kovetelményeket. Egy j6l definidlt modellt hasznilva az
eljaras altaldban alkalmazhatd lenne az 1ij termékre is.

A SEC el6irasaiban erdsodd kiilonbozetre €s a vett pillangdkra nincs letéti kdvetelll
mény. A maximalis veszteség (koherens kockédzati mérték) hiizédik meg a koncepcid
mogott, ahogy a kovetkez$ példak mutatjak (5. tabldzat).

5. tabldazat
Standard kockézati termékek letéti kdvetelménye

Elnevezés

Pozici6 Letét
angol magyar

$40, 10 = LC40 + SC10 bear spread gyengiil§ kiilonbozet 30

$30, 40 = LC30 + SC40 bull spread erdsodd kiilonbozet 0

BS40 = SC30 + 2 X LC40 + SC50 short butterfly eladott pillangd 10

BL30 = LC20 + 2 X SC30 + LC40  long butterfly vett pillangd 0

Denault [2001] jelolésrendszere: S = spread (kiilonbozet), majd a long és a short kotési arfolyam;
B = butterfly (pillang6), SC = short (eladott), L = long (vett); az adott arfolyamra ,centirozva”.

Er6sod6 vételi kiilonbozeten nem lehet veszteni, ezért nincs letéti kovetelmény. Gyenl
giil§ kiilonbozeten maximum a két kotési arfolyam kiilonbségét veszthetjiik, ennyit tel
gylink le! Eladott pillangé maximalis vesztesége (ha 10-es egységenként valtozik a lehill
vasi arfolyam) 10. Vett pillangén csak nyerni lehet (ezért fizettiink érte), itt sincs letét.

A 2. dbra néhany példat mutat, amelyeket az 5. tdbldzat pozicidinak (opcids dijaktol
eltekintett) nyereségét abrazolja az alaptermék lejaratkori arfolyamanak fiiggvényében.

'8 Kiilonbozet: ugyanarra a lehivasi id6pontra vonatkozé LC(K,) + SC(K,). Ha K, < K, er6s6d§ kiilonbol
zetr@l (bullish spread), ha K, > K, gyengiil§ kiilonbozetrdl (bear spread) beszéliink. Pillangd: ugyanarra a
lehivési id6pontra vonatkozé LC(K)) + 2SC(K,) + LC(K,), ahol K < K, < K,. Példénkban a lehivési arfol
lyamok 10-esével kovetik egymast a pillangokban.
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2. dbra
Kiilonbozetek és pillangok kifizetése az alaptermék lejaratkori arfolyamanak fiiggvényében

540,10 lejaratkori kifizetése 530,40 lejaratkori kifizetése
10 7 10 7
0
5 -
-10
-20
0
=30
—40 T T T T T 1 _5 T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
BS40 lejaratkori kifizetése BL30 lejaratkori kifizetése
57 15 A
0 10
-5 5
-10 A 0
*15 T T T T T 1 *5 T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

A SEC linedris programozdsi feladat

Annyi poziciénkkal ekvivalens kiilonbdzeteket és pillangdkat kell bejelententiink, hogy az
altaluk generalt opcidk darabszamai azonosak legyenek a kiinduld poziciénkkal, és a
letéti kovetelményiink a lehetd legkevesebb legyen. Tulajdonképpen egy linearis prograll
mozasi feladattal (LP) irhat6 le a probléma, amelyet a 3. dbra mutat be.

3. dbra
SEC-LP
minf'Y < max —f'Y min&'C,
AY =C, PN aa > -f
Y=0 & tetszdleges
(Primal) (Dual)

A primdlfeladatban Y jeloli az 6sszes lehetséges kiilonbozet és pillangé darabszamail
nak vektorat, ez a valtozénk, csak nemnegativ lehet. Ha negativ lenne, akkor ahelyett,
hogy példaul van (-1) vett pillangénk, azt mondjuk, hogy van 1 eladott pillangénk.

A letéti kovetelményt kell minimalizdlnunk, amit Y ad meg, ahol f*az ismert letéti
kovetelményd kiilonbozetek és pillangdk dijvektora.

Az A matrix oszlopai a kiilonboz§ lehivasi arfolyamokhoz tartozé vételi opciok darabll
szamat mutatjak, az Y vektor elemeinek (a standard kockazati termékeknek) megfelelGen.
Az elsd oszlopokban legyenek a vett kiilonbozetek, majd az eladottak, végiil a pillangok.
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A 6. tabldzatban lathaté az — Ot lehivési arfolyam feltevésének megfelel§ — A matrix,
amelynek els6 oszlopa LC,, + SC, vett kiilonbozet, 11. oszlopa az elsé eladott kiilonbol
zet (SC,; + LC,)), az utols6 oszlopokban pedig a pillangok ,,ropkddnek”. Minden oszlop
alatt lathat6 az adott standard kockazati termék letéti kovetelménye. Osszeadva az optill
malis megoldasban a pillangdkhoz és a kiilonbozetekhez tartozé vételi opcidkat, az erell
deti C, poziciot kell kapnunk.

A dudlis valtozo (a & vektor, ami tetszéleges lehet) a kiilonboz6 lehivasi arfolyamokl
hoz tartoz6 opcidk arnyékaranak ellentettje, ugyanis a dualitasi tétel miatt az optimumban:

f'Y" =—(&)' xC,.

Lattuk, hogy a primadlis, standard letétmeghatirozasi probléma soran nem ,tapogatjuk
le” az alaptermék lehetséges arfolyamait a vételi opciok kockazatossdganak (és igy letéti
kovetelményének) meghatarozadsahoz. A dudlis feladatban mégis (az arnyékarakon kel
resztiil) megjelenik egy implicit, forgatokonyv alapu kockazatértékelés, a kovetkez8k
miatt.

A dudlis valtozot korlatozé egyenlGtlenség tobb standard kockazati termék esetén
(szélesebb A matrix) tobb feltételt ir el§ &-ra, igy csokkentve annak szabadsagfokat és
az implicit mdédon figyelembe vett kedvezdtlen forgatokonyvek szamat. Minél t6bb a
standard kockazati termék, anndl kevesebb forgatokonyvvel szdmolunk a SPAN letéti
kovetelmények fogalmat haszndlva. Taldltunk egy matematikai (dudlis) kapcsolatot a
SPAN és a SEC mddszer kozott! A duélis valtoz6 a t6keallokdcional még fontos szell
rephez jut.

7. tdbldzat
Egész értékd SEC-LP megoldas kiilonbozetek és pillangdk hasznélataval

Darab Letét/darab Pozicid Cy C,, C,, C, C,,

3 0 530,40 0 0 3 -3 0

2 20 530,10 -2 0 2 0 0

1 0 BL20 1 -2 1 0 0

2 0 BL40 0 0 2 -4 2

Osszesen 40 -1 -2 8 -7 2
4. dbra

Az Osszetett opcids pozicié lejaratkori kifizetése
SC10 + 2 X SC20 + 8 X LC30 + 7 X SC40 + 2 x LC50

lejaratkori kifizetése
20 A

12 B /\
o N

-20 4

-30 4
~40 4

-50 T T T T T 1
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A linearis programozasi feladatot GAMS szoftverrel oldottuk meg. Kiilonbozd megolll
dokat (solvereket) hasznalva végiil sikeriilt egész értékd megoldast is kapni (7. tdbldzar)*

Csak az 530,10 gyengiil$ kiilonbozetekért kell darabonként 20 egységet letenniink, igy
a teljes letéti kovetelmény 2X20=40. Az eredmény nem meglepd, ha megvizsgiljuk a
kiindul6 C, 6sszetett opcids pozicionk lejaratkori kifizetését az alaptermék arfolyaménak
fiiggvényében. A 4. dbrdn jol lathatd, hogy a maximalis veszteség 40, amelyet akkor
szenvediink el, ha 30 lesz az alaptermék arfolyama.

A pillangok szerepe

A linedris programozasi és a ,grafikonos” megoldds azonos eredményt adott. Kénnyell
mien kijelenthetjiik, hogy a standard kockazati termékek szdma elegend§ szabadsagfoll
kot biztosit arra, hogy a bejelentett (eredetivel ekvivalens) poziciéban is maximum 40
egység letétet kell kifizetniink, ugyanakkor - a kovetkezetes kockazatmérés miatt — hidba
,bivészkediink”, 40 ald nem tornaszhatjuk a letéti kovetelményt.

A 40 valdban als6 korlatként szolgal, de a szabadsagfokkal (és a felsd korlattal) lehet
nek gondok. Feltehetd a kérdés, hogy miért nem elég csak a kiilonbozeteket bevenni a
bejelenthet6 poziciok kozé. Szamitsuk ki a minimalis letéti kdvetelményt, ha csak kiilond
bozeteket hasznalhatunk! Az optimalis megoldast a 8. tdbldzat tartalmazza.

8. tabldzat
SEC-LP megoldas pillangdk nélkiil

Darab Letét/darab Pozicid C, C, C, C, C,,
5 0 530,40 - - 5 -5 -
1 10 520,10 -1 1 - - -
3 10 530,20 - -3 3 - -
2 10 550,40 - - - -2 2
Osszesen 60 -1 -2 8 -7 2

Hogyhogy 60 lett a letéti kdvetelmény? Az intuitiven vart 40 mar nem biztosithatd, ha
nem hasznélhatjuk ki a vett pillang6k nydjtotta lehetGségeket. Ha kevés a standard kocl
kéazati termékek szdma, akkor tdl sok implicit forgatékényvet vesziink szdmitasba a kocl
k4zat meghatirozdsakor (lasd dudl). Olyan ez a jelenség, mintha egy stresszteszt soran
azokat az egyiittallasokat is megvizsgalnank, amelyekrdl tudjuk, hogy nem kdvetkezhetll
nek be egyszerre. Ha nincs modell (és igy forgatokonyv-sziikités) egy stresszteszt mol
gott, akkor az eredmény csak fenntartidsokkal fogadhaté el. Mar Merton [1973] 6ta isO
mert, hogy az opcidk ara a kotési arfolyam konvex fiiggvénye, vagyis a vett pillang
értéke csak pozitiv lehet. Attol a forgatokonyvt6l tekintsiink el, amelyben ez nem teljell
siil! 2000-ig nem lehetett a pillangdkat hasznalni, de - tobbek kozott — az Artzner és
szerzotarsai [1999] cikk hatdsara felvette dket a szabalyoz6 (SEC) a standard kockazati
termékek kozé.

19 A CPLEXPAR solver taldlt egész értékd megoldast. Denault [2001] egész értékd megoldast nem kozol,
ez 4ltaldban nem is garantdlhaté az A matrix nem unimoduldris volta miatt.
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Koherens tokeallokacio

Tegytik fel, hogy a SEC letéti kovetelményének példijaban az o6tféle lehivasi arfolyami
hoz tartozd Osszetett opcids pozicid vallalatunk harom szervezeti egységének az ereddje
a 9. tdbldzat szerinti Osszetételben.

9. tabldzat
Harom részleg ereddjeként adodé Osszetett opcids pozicid vizsgélata — 1.

Letéti
C, C, C,, Cy Cso kovetelmény
C, 1 0 6 -6 ! 20
Cp 0 2 2 0 0 20
Cr 0 0 0 -1 ! 10
Osszesen -1 -2 8 -7 2 40

Forrds: Denault [2001] 24. o.

A sorokban részlegenként leolvashatjuk a megfeleld pozicidkat, a hdrom sorvektor
Osszege a mar megismert C, vektor transzponaltjat adja. A SEC-LP linedris programozal
si feladatot még haromszor megoldva megkaptuk a letéti kovetelményeket. Figyelemre
méltd, hogy az egyedi letéti kovetelmények osszege (20 + 20 + 10 = 50) nagyobb,
mint az egész véllalaté (40, ennyi a letét). A keletkezd 10 nyereséget valahogy el kell
osztani, allokdlni kell a véllalaton beliil, lehetSleg kovetkezetesen.

Tulajdonképpen egy koltségmegtakaritis elosztasardl van szo. Vilagos, hogy csak
szubadditiv kockazati mérGszam esetén van ilyen megtakaritds.”® A koherens kockazatll
mérés utin eljutottunk a koherens tékeallokicidhoz. A megoldasban segitségilinkre lesz a
kooperativ jatékelmélet.

Kooperativ jatékelmélet

Egy kooperativ jaték dsszetevdi:

- a jatékosok: N = {1,...,n}, ahol 2 < n < e,

- a koalicios fiiggvény, c: 2¥ — R, amire ¢(J)=0.

A jatékosok szerzddésekben elkotelezhetik magukat, egyezkedhetnek, koaliciokat for
malhatnak. A koaliciés fliggvény a jatékosok minden részhalmazahoz (koalici6jdhoz)
megadja azok koltségét.?! A részhalmazok szama 2%, ha az iires halmazt is beleszamitjuk,
amelynek a koltsége definicid szerint nulla.

Altaldban feltessziik, hogy létrejon a nagykoalicid, megéri mindenkinek dsszefogni.
Ha mégsem jonne létre, akkor csak néhany esetet kell megvizsgalni, és mindegyikben az
a nagy kérdés, hogy hogyan osszuk el az Osszefogds nyereségét. Egy kooperativ jaték
tehat egy (I, c¢) paros, a jatékosok szamadval és a koaliciés fiiggvénnyel megadva.

A 8. tabldzar jatékelméleti megkozelitésében a harom részleg jatssza a jatékosok szell

20 Banki szemszOgbGl nézve a koltségelem a tke, ennek az elosztdsa a tdkeallokdci. Ha tudnank, hogy
az egyes eszkozokhoz (dealerekhez) mekkora t6két kellene kovetkezetesen allokalni, akkor Osszetevdire
tudnank bontani a teljes banki kockazatot, s azonosithaté lenne a kockazathoz leginkabb hozzajarul6 eszkoz.
A t6keallokdci6 és a kockazatfelbontds ekvivalens fogalmak, mivel a kockdzatot az allokélt t6ke nagysdgdval
mérjik.

21 Altaldban nyereségbél szoktak kiindulni, de -1-gyel vald szorzas utdn mar koltségekrdl beszélhetiink.
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repét, mar csak a koalicios fiiggvényre van sziikségiink. Altalanos esetben (ha portféliok
jovebeli veszteségét X valoszinlségi valtozo mutatja, és p kockazati mért€ket hasznall
lunk) a jatékosok S koalicijanak koltsége konnyen szarmaztathat6 a kockazati mértékbdl:

«S$)=pl Y X,
ieS

A Kkoltség kiszamitasdhoz adjuk Ossze a koalicidbeli jatékosok jovdbeli veszteségeill
nek valészindségi valtozdit, és adjuk meg ennek a kockdzatat (példaul a maximalis
veszteségét).

Konkrét példankban a harom jat€kosnak (Cp, helyett 1, 2, 3 jelolje a részlegeket) hat
valddi részhalmaza van, erre a hat esetre még meg kell oldanunk a linearis programoll
z4si feladatokat. Latvdnyosabb, ha dbrdzoljuk a hat eset maximalis jovdbeli vesztesél
gét az arfolyam fiiggvényében - tudjuk, hogy ezt megtehetjiik a pillangéknak koszonl
hetéen (5. dbra).

5. dbra
A portfolidegyesiilések kifizetései az alaptermék lejaratkori arfolyaménak fiiggvényében

Az 1. lejaratkori kifizetése, c(1) = 20 A 2. lejaratkori kifizetése, c¢(2) = 20

40 7 0
20 =7
-10
0

\/ 15

-20 201
-40 T T T T T 1 -25 T T T T T 1

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

A 3. lejaratkori kifizetése, ¢(3) = 10

Az 1. és a 2. lejaratkori kifizetése, c(12) =40

51 20 7
o . /™~
-5 -20 4
~10 1 -40
-15 T T T T T 1 -60 T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Az 1. és a 3. lejaratkori kifizetése, c(13) = 20 A 2. és a 3. lejaratkori kifizetése, ¢(23) =30
40 0
20 -10
0 -20
-20 \/ -30
-40 T T T T T 1 -40 T T T T T 1
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Az 5. dbraa C,, C,,,C,,C, +C,,C, +C,, C,, +C,, poziciok lejaratkori lehetsél
ges értékeit mutatja, az arfolyam fiiggvényében. A 10. tdbldzatbol rendre leolvashatok a

koaliciok (portfolidegyesiilések) koltségei.?

10. tablazat
A koaliciés figgvény

c(1) c(2) c(3) c(1, 2) c(1, 3) c(2, 3) c(1, 2, 3)
20 20 10 40 20 30 40

Az elsé részleg egyediil 20-at veszit maximalisan, az egyes és a kettes egylitt 40-et stb.
A jatékosok (alportfoliok, részlegek) széles kord stratégiai lehetdségeit mutatja, hogy
barki barkivel szovetkezhet. Itt is 1étrejon a nagykoalicié, a maximalis veszteség mint
koherens kockazati mérték szubadditivitisabdl kovetkezik, hogy mindig megéri bevenni
még egy részleget a ,koalicioba”, mert az dsszeolvadds nem hoz létre extraveszteséget.
Igy azonban 10 egységgel csokken a letéti kovetelmény. Hogyan osszuk el ezt kovetkell
zetesen a részlegek kozott, az ad hoc - mindenki 10/3-ot kap — médszeren tilmutatva?

Koherens allokdcios elv

Denault [2001] a kovetkez$ definiciot adja: allokdcids elven egy olyan vektort értiink
(K), amelynek az elemei (K,) megadjak az adott elv szerint a jatékosokra szabott koltO
ségeket (kockazatokat). Természetesen teljesiil a K, = c¢(N) egyenlGség, vagyis a kil
rott koltségek Osszege egyenld a nagykoalicié koltségével. Azt mondjuk, hogy egy
koherens kockazati mértékre épiil6 allokacios elv koherens, ha teljesiti a kovetkezd
hirom kivénalmat.

1. Nem blokkolhato (a mag eleme). A stratégiai lehetdségeket is figyelembe véve tgy
osszuk el a kozos koltségeket (tSke- vagy letéti kovetelményt), hogy egyik S koalicidra se
héaruljon t6bb, mint amennyit kilépve a nagykoaliciobdl (és blokkolva azt) maximalisan
vesztene:

YK, <c(S) VS c N.
S

Példaul az els6 részlegre ne haruljon 20-nal nagyobb letét, mert egyediil is maximum
ennyi lenne a kovetelménye. A masodik és a harmadik jatékosra se haruljon egytitt 300
nal tobb, mert ¢(2, 3)=30.

2. Szimmetria. Megkoveteljik, hogy ha két jatékos kockdzathoz vald hozzdjaruldsa
teljesen azonos (csak a neviik kiilonbozik), akkor a k6zds megegyezés sordn azonos
koltséget haritsunk rajuk.

3. Kockdzatmentes allokdcio. A kockazatmentes portfolié kovetkezetes allokacidbeli
koltsége csak O lehet.

A koherens kockdzati mérték sallangmentességébdl kovetkezik hogy egy kockazatO
mentes portf6lid t6kekdvetelménye nulla, de az nem, hogy az allokéciés elv is ekkora
terhet 16 ra, ezért ez a tulajdonsag is megkovetelendd.

2 ¢(1, 2, 3) = 40 a 4. dbran lathat, mivel az a harom részleg poziciéjanak ereddjét dbrazolja.
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Kooperativ jatékelméleti tékeallokdcios koncepciok

Tobb kooperativ jatékelméleti koncepcid is van a koltség/nyereség elosztasara, allokacill
0s vektorok kivalasztasira (Forgo [1974], Solymosi [2002] alapjan). Keressiik ezek kol
zil a koherens - az el6bbi definicionak megfelelen — és az egyértelmi elvet!

A koherens tékeallokacié megkdveteli, hogy a mag elemei koziil valasszunk, ezaltal —
a stratégiai szempontokat is figyelembe véve - egyik koalicié sem blokkolhatja az allokal
ci6t. Belathatd, hogy koherens kockazati mérték esetén a mag nem fiires, van olyan alloll
kacid, amely nem blokkolhaté (Denault [2001] 9. 0.). Ha egyenlGen osztjuk el a koltséd
geket, akkor konnyen elGfordulhat, hogy valakire nagyobb koltséget haritunk, mint
amennyit egyediil kellene elszenvednie. Ekkor azt mondjuk, hogy az egyszemélyes ,,kol
alici6” blokkolja az elosztst, amely igy nem koherens. Az egypontos megoldési koncepl
ciok koziil az egyenlGsdi elvetése utan vizsgaljuk meg a torténetileg elGszor felbukkant,
maig hasznalt allokalasi modszert, a Shapley-értéket!?

A Shapley-érték

A kovetkezd képlet a Shapley-féle értékvektor i-edik komponensének kiszamitdsat mul
tatja. A Shapley-érték tehat egy vektor, amelynek a dimenzidja a jatékosok szdmaval
egyenld, elemei pedig az egyes jatékosokhoz rendelt koltségek (letéti kovetelmények).

K% = ZW[M) _eS\{)],  ieN.
S !

Vegylik a jatékosok halmazanak (N) olyan részhalmazait (S), amelyek tartalmazzak az
i-edik jatékost. Legyen itt a jatékosok szama s! Képzeljiik el, hogy a jatékosok minden
lehetséges permutacioban felsorakoznak, és elindulnak egy Shapley-értéket szamit6 ,,hill
vatalnok” felé. Amikor az i-edik jatékos a hivatalnokhoz ér, akkor § kiszamolja (az il
edikkel egytitt) az eddigi koltségeket, vagyis c(S)-t. Meghatirozza az i-edik elGttiek koltl
ségét is, és megnézi, hogy az i-edik mennyivel ndvelte az 6t megel6z6k terheit. Az i-edik
el6tt (s - 1)-en érkeznek a hivatalnokhoz, (s - 1)!-féle sorrendben. Az i-edik utdn még
marad (n - 5)! érkezési lehetGség. Az Osszes permuticié szdma n jatékosra n!, igy a
Shapley-érték i-edik komponense az i-edik jatékos varhat6 hatdr-hozzdjaruldsa a koltséll
gekhez, ha azonos valdszintséget adunk minden permuticiénak. Visszatérve az opcios
példankhoz, a 11. tdbldzatban - a 9. tdbldzatot kibGvitve — lathatjuk az lizleti egységek
Shapley- (és a kés6bb ismertetendd Aumann-Shapley-) érték szerinti letéti kovetelmél
nyeit. A tiz nyereségen az els§ és a harmadik jatékos egyenl§ mértékben (5-5) osztozik.

Belathatd, hogy a Shapley-érték az egyetlen

- hatékony (mindent elosztunk),

- szimmetrikus (azonos hozzijaruldsu szereplSkre azonos koltség harul),

- sallangmentes (a koherens kockazati mértéknél definialt értelemben),
additiv allokaci6.?

% _Lloyd Shapley haboris hés volt. 1943-ben soroztik be. Tiszti kinevezését visszautasitotta. Ugyanabl
ban az évben Kkitiintetést kapott, mert megfejtette a japan idGjaraskodot. 1945-ben visszatért a Harvardra,
ahol még besorozdsa elStt matematikai tanulmdnyokat folytatott, és 1948-ban egyetemi diplomat szerzett
matematikdbol. Amikor Shapley feltiint Princetonban, Neumann mdr gy gondolt rd, mint a jatékelméleti
kutatdsok egyik legragyogdbb fiatal csillagira. Shapley, miutdn lediplomazott egy évet toltott a RAND
Corporationnél, anndl a Santa Monica-i kutatocsoportndl, amely a jatékelméletet katonai kérdések megoldall
sara probélta alkalmazni.”(Nasar [2002] 125. o.)

24 A bizonyitéast 1asd Solymosi [2002].
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11. tablazat
Harom részleg ereddjeként adodé Osszetett opcids pozicid vizsgélata — 2.

Letéti Aumann-
Cio Gy G Cao Cso kovetelmény Shapley Shapley
C, -1 0 6 -6 1 20 15 20
C, 0 -2 2 0 0 20 20 20
C,, 0 0 0 -1 1 10 5 0
Osszesen -1 -2 8 -7 2 40 40 40

Az els6 portfélidra példaul: 15 = [2 X c(1) + c(1,2) - ¢(2) + ¢(1, 3) - c¢(3) + 2¢(1, 2, 3) -
-c(2, 3)]/6.
Forrds: Denault [2001] 24. o.

Vegyiink két jatékot, (N, c )-et és (N, c,)-t. Ekkor ®(N,c, + ¢,) =D(N,c)) +P(N,c)).”
Ez az egyik gyakran emlegetett hibdja a Shapley-értéknek. A jatékosokat fiiggetleniil
értékeli, nem veszi figyelembe a kiilonbozd szitudcidk kozotti esetleges kolcsonhatasokat.

Felmertil a kérdés, hogy koherens allokacids elv-e a Shapley-érték szerinti allok4ci6.
A Shapley-érték axiomatikus meghatarozasa kozott szerepel a szimmetria. A kockazatll
mentes portfolié hozzajaruldsa a kockazathoz mindig O, igy ennek a Shapley-érték altal
meghatarozott letéti kovetelménye 0. A koherencia utolsé6 két feltétele tehat automatikull
san teljesiil. Mar csak az a kérdés, hogy blokkolhaté-e (magbeli-e) a Shapley-érték.
Altaliban nem, ugyanis ha az opciés portfélionak egy mésik harmas felbontasat vessziik,
akkor a 12. tablazatbeli Shapley-értéket kapjuk.

12. tdbldazat
a) A Shapley-érték

Cy, C, C,, C, C,, Letét Shapley
C, -1 -1 4 -2 0 30 26,66
c, 0 -1 4 -3 0 10 6,66
C,, 0 0 0 -2 2 20 6,66
Osszesen -1 -2 8 -7 2 40 40
b) A koalicios fiiggvény
c(1) c(2) c(3) c(1,2) o1, 3) (2, 3) o1, 2, 3)
30 10 20 40 30 10 40

Forrds: Denault [2001] 25. o.

A 12. tabldzat b) részEébdl 1athatd, hogy a masodik és a harmadik szervezeti egység egytitl
tes maximalis vesztesége 10, a Shapley-érték viszont 13,33-at ré rajuk Osszesen [a) rész].

Ahhoz, hogy a Shapley-érték a magban legyen, extrafeltételeket kell megkdvetelniink
a koalicids fiiggvénytSl, amelyet igy specidlis kockazati mérészam generdl. A Shapleyl
érték nem blokkolhatd, ha a koalicids fliggvény konkav (erdsen szubadditiv).?¢ Belathal
td, hogy ilyenkor viszont a kockazati mérdszam linedris, nincs diverzifikicios hatas.

» Az (N, ¢, + c,) jaték koalicids fiiggvénye (c, + ¢,)(S) = ¢,(S) + ¢,(S) médon adddik.
26 Vannak még elégséges feltételek (példaul , atlagos” konkavitds), de ezek ellendrzése igen nehézkes.
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Lattuk, hogy a Shapley-érték nem koherens allokacids elv, mert nem mindig magbeli.
A jatékelméleti irodalomban természetesen megjelentek Gj egypontos megkozelitések.?’

Ezeknek a mddszereknek a részletes bemutatdsa tilmutat a tanulmany keretein, a
nukleolusz viszont érdekes. A nukleolusz 1ényege az, hogy az egyes koalicidkra haruld
tobbletek (allokalt t6ke minusz a koalicid letéti kovetelménye) vektorat minimalizaljuk.?
Belathatd, hogy a 12. tabldzat példajaban a nukleolusz szerinti letételosztas: 30, 10, O.
Ez a vektor mindig magbeli,” teljesiil a szimmetrikussag és a kockazatmentes allokacio
kovetelménye is, igy a nukleolusz szerinti elosztas mindig koherens tékeallokdcios elv.*

A jatékelmélet dltaldnositdsa

Van a jatékelméletnek olyan altalanositasa, ahol a jatékosok tort része formalhat koalicill
okat (Denault [2001]). Nem atomi jatékosok vannak, hanem egy résziik az egyik, masik
résziik egy masik koalicioban lehet jelen. Ez, ha jatékosok személyek, akkor elég furan
hangzik, de ha portf6liokrdl van szd, akkor mar nem olyan megiitkdzést keltd.

Az oszthat6 jatékosok halmaza legyen N, a jatékosok szdma n. Teljes kozremiikodésiik
(vagyis atomi nagysaguk volumene, példaul tizleti értékiik) A, amely egy n dimenzids
vektor. Ennek elemeit legegyszertibb 100 szdzaléknak tekinteni.

Az altalanositott koalicids fliggvény, r értéke egy A tarsuldson a kovetkezd:

r()=p Zﬁxi
ieN A[

Az r(A) kiszamitasa gy torténhet, ha opcids példankban vesziink egy olyan koaliciot,
amely 10 szdzalék els§ szervezeti egységbdl, 20 szazalék masodikbol és 30 szazalék
harmadikbdl 411.>! Ha a portfoliok opcidit a megfelel§ szazalékokkal silyozva dsszeadl
juk, és igy kiszamitjuk a maximalis veszteséget, akkor megkapjuk a koalici6 letéti kovell
telményét, a koalicids fiiggvény értékét. A koherens kockdzati mérték és a koherens
allokacios elv kovetelményei némi modositassal (altalanositassal) itt is megadhatdk (Denault
[2001] 12-13. o0.).

Denault [2001] belatja, hogy ha r(1) koherens és differencidlhatd,* akkor az egyetlen
(linedris!) koherens altalanositott jatékelméleti tdkeallokdcio az Aumann-Shapley-érték,
amelynek i-edik komponense:

1
(N, A1) =k = E(ymy,
0 04,

Az i-edik jatékosra harul6 letéti kovetelmény a kockazati mérték kozremiikodés (sull
lyok) szerinti parcidlis derivaltjanak silyozott atlagaval egyenl§. Fokozatosan, egyenl§

27 Csak felsoroldsszerten az allokdcids lehetdségek: Shapley-érték, egyenld elosztds, nukleolusz, Taol
érték, az eddigiek sulyozott valtozatai.

28 Komponensenként lexikografikusan minimalizdljuk a tobbletvektort: amelyik koaliciora a legnagyobb
teher harul, azt hozzuk jobb helyzetbe el§szor, majd megyiink tovabb a masodik legrosszabb helyzettire stb.
(v0. Rawls-elv).

» Ha létezik a mag, koherens kockazati mérték esetén mindig létezik.

3 Sajnos egy gond van vele: ha csak annyi véltozik, hogy a nagykoalicié koltsége csokken, akkor is
elgfordulhat, hogy bizonyos koaliciok letéti kovetelménye nd. Sériil az aggregalt monotonitdsi tulajdonsig,
amelyet Denault [2001] nem vett fel a koherens allokacids elv kovetelményei kozé. Nem is csoda, mivel
belathatd, hogy egy egypontos megoldds nem lehet egyszerre magbeli és aggregalt monoton.

*UItt a A/A, kifejezés rendre 0,1 0,2 0,3.

32 Belathatd, hogy r(A) épp akkor koherens, amikor p. Fischer [2003] differencialhaté koherens mértékek
kombinacidjaval eldallitja a nem differencidlhaté VaR-t, igy mar lehetséges a gradiensalapu tGkeallokacié a
VaR-ra is.
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aranyban noveljiik minden jatékos jelenlétét (a portfoliok sulyat) a nagykoalicidban (yA),
és ez alapjan atlagoljuk a kockazathoz valé hozzajarulasukat. Mivel r koherens, igy els6
fokon homogén, parcidlis derivaltja pedig nulladfokon homogén,* vagyis konstans. Barl
hol szamitjuk is ki az Aumann-Shapley-értéket, ugyanannyit kapunk, ezért nem kell
atlagolni. Vegyik a teljes kozremiikodésnél, A helyen - igy az Aumann-Shapley-féle
elosztasvektor r gradiensével egyenl§ a A helyen.

OS(N,A,P) = k™S = Vr(A).

Akkor osztjuk el kovetkezetesen a koltségeket, ha ezt a kockdzathoz vald hatar-hozzal
jarulas (hatarkockazat) alapjan tessziik.

Térjlink vissza az dsszetett opcids szampéldahoz! Definidljunk egy L linedris operatort
(matrixot),* amely a részlegek A/A, szdzalékos silydhoz hozzarendeli az egyiittes opcidk
szamat. Ha minden szervezeti egység 100 szazalékban van jelen, akkor visszakapjuk az
eredeti C, vektort: Le=C,, ahol e az egységmatrix.

Innen mér egyszertien adédik az Aumann-Shapley-érték kiszamitasa:

fY" = —(&)'C, = [~(&")'Lle.

A fenti egyenlGségsorozat els része a SEC-LP-re felirt dualitdsi tétel miatt igaz, a
mésodik rész pedig az Le=C, behelyettesitésbdl kovetkezik. Ha parciélisan derivaljuk a
kockazatot kifejezd letéti kovetelményt a kozremiikodés (sulyok) szerint, és kiszamitjuk
a gradienst a teljes kozremikodésnél (e), akkor —(&')'L adja meg az Aumann-Shapleyl
értéket. Az optimdlis dudlis megoldas, &) =(20, 10, 0, 0, 0). Ez azt jelenti, hogy a
kovetkezetes elosztds az, ha a szervezeti egység elsd tipusi opcidjanak (a 10-es kotési
arfolyamunak) a darabszdméit -20-szal, a méasodikét —10-zel szorozzuk, majd az eredd
mény osszeadjuk. Igy kaptuk meg az 11. és a 13. tablazat utolsé oszlopat.

13. tablazat
Az Aumann-Shapley-érték és az L' matrix

Letéti Aumann-

Cio G Co Cao o kovetelmény Shapley Shapley
C, -1 -1 4 -2 0 30 26,66 30
C, 0 -1 4 -3 0 10 6,66 10
C,, 0 0 0 -2 2 20 6,66 0
Osszesen -1 -2 8 -7 2 40 40 40

Forrds: Denault [2001] 25. o.

A dudlis valtozé - az opcidk arnyékarainak ellentettje — tehat a kovetkezetes kockazatll
elosztasban is haszndlhat6. Ilyenkor a kockazat a hatdron értékelt, az opcidk utolsé kis
egységének kockazatabol ered. Csak a 10-es és a 20-as kotési arfolyamu opcid hatarkocl
kazata a mérvadd, a tobbi opcid (30, 40, 50-es kotési arfolyami) mennyiségének kis
valtoztatdsa nem befolyasolja a maximalis veszteséget, a 30-as alaptermék arfolyamnal
jelentkezd 40-es értéket (6. dbra).

¥ Ismert, hogy N-ed fokon homogén fiiggvény derivaltja (N - 1)-ed fokon homogén.
3% A 11. és a 13. tdblazatban bekeretezve lathatunk L' matrixokat.
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6. dbra
A 30-as, 40-es, 50-es kotési arfolyamu opcidk mennyiségének kis valtozasa

SC10 + 2 x SC20 + 8 x LC30 + 7 x SC40 + 2 x LC50
lejaratkori kifizetése
20

10
0 D

-10 4

-20 4

Eszrevételek

Az oszhatatlan (atomi) jatékost feltételez6 megkozelités Shapley-értéke és a nem atomi
(fuzzy) jaték Aumann-Shapley-értéke jol lathatéan nem adott azonos eredményt a
letétallokaciora. A két modszer kozott elvi kiilonbségek vannak: az elébbi méltdnyos
varhat6 hatdr-hozz4jarulds az utobbi hatarértékelés alapon kalkulal.

A 13. tabldazatban az Aumann-Shapley-érték nem blokkolhatd (és egybeesik a
nukleolusszal):* példaul a masodik és a harmadik jatékos egyiittes letéti kovetelménye
10 (amelyet a masodik fizet).

El6fordulhatnak kockazatmentesnek tulajdonitott portf6liok (a 3. részleg nem vett az
elsd két kotési arfolyamui opcidobdl, igy kockazatmentes), amelyek RARORAC?® szamil
tadsnal a nulldval val6 osztds probléméjat vetik fel.

A kooperativ jatékelméleti eszkdzoket felhasznalva (Denault [2001]), eljutottunk a
gradiens alapt t6keallokacidig, amikor a kockazati mérdszamot a portfélisilyok szerint
parcidlisan derivélva, tetszéleges helyen értékelve (példaul a teljes kozremikodésnél),
megkapjuk a kockdzathoz felbontasat, a helyes t6keallokacidt. M4s kiindulépontb6l ugyani
erre az eredményre jutott Tasche [1999].

Euler-elvnek is nevezik ezt gradiens alapu t6keallokéaciét. Ha F valos, n-valtozos, k-ad
fokon homogén fiiggvény, akkor az Euler- tétel:

1 JF (x) +x, JF (x) o, oF (x)
ox, ox,

F(x)-nek a kockazati mérGszamot véve és k = 1 helyettesitéssel azt kapjuk, hogy a
teljes kockazat, F(x) feloszthat6 az szervezeti egységek (és egy linedris operatoron kel
resztiil az opcidk) hatarkockazata szerint.

A VaR-ra alkalmazva a gradiens alapi kockézatelosztast megkapjuk a ndvekményi
VaR-t (Jorion [1999]), amely a VaR nem koherens volta miatt nem felel meg a kovetkel
zetes tOkeallokédcio kovetelményeinek.

A feltételes VaR-rdl lattuk, hogy koherens kockéazati mérték, vajon nehéz kiszamitani,

= kF(x).

n

3 Mert a mag egyelemd. B6vebb mag esetén az egybeesés kérdéses.
3% Return on Risk Adjusted Capital vagy Risk Adjusted Return on Capital = a kockazattal korrigalt hozam/
gazdasagi téke.
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értelmezni a gradiensét? Szerencsére nem. Tasche [1999] megmutatta, hogy a feltételes
VaR bizonyos (gyenge) feltételek mellett differencialhat6. Ekkor az Aumann-Shapleyl
érték [Denault [2001] 18. o., a feltételes VaR-bdl szarmazd koalicids fiiggvény r(CVaR)]:

¢ (N,A,r(CVaR)) = k* = E[xi 1Y X > VaR{Z X, ﬂ

Az Aumann-Shapley-érték is feltételes VaR-tipusa: egy X, eszkoz (alportfdlio) hozzal
jarulasa a kockazathoz feltételes varhatd értékével egyenld, ha a teljes kockazat tillépi a
VaR-kiiszobot. Az intuitiv és koherens kockazatfelosztds — kedvezGtlen esemény esetén —:
az alportf6lidkra allokalandé t6ke azok atlagos veszteségével egyenld.

*

A kockaztatott érték (VaR) egy portf6lid veszteségeloszlasanak egyoldali konfidenciall
intervalluma, adott id6tdvon és megbizhatdsagi szinten, normadlis {izletmenetet feltételezl
ve. Az ilyen mér&szamok irdnti els6 érdeklddés egészen Edgeworth [1888] cikkéig vel
zethetd vissza. Baumol [1963] javasolt VaR-hoz hasonl6 (de nem igy nevezett) kockazati
mértéket portf6lidkivalasztasi problémdkban, de a tanulmany visszhang nélkiil maradt.
Csak az 1990-es években valt népszeriivé mind a gyakorlatban, mind az elméletben a J.
P. Morgan altal 1994 oktdberében a RiskMetrics™-ben bevezetett VaR. A szabédlyozok is
nagyon tdmogattdk hasznélatat, a szordshoz képest nagy elérelépésnek tartottik.

A hatalmas népszertiség természetesen megmozgatta a kutatokat is, akik szdmara alall
posabb szemrevételezés utan feltlint, hogy a VaR nem veszi figyelembe a nagy vesztesél
gek bekovetkezésének valoszintiségét. Ha a veszteségek eloszldsa vastag farki, akkor a
VaR-koszob atlépése esetén joval nagyobb kar érhet benniinket. Erre azzal védekeztek,
hogy a VaR egy mindent vagy semmit kockazati mérdszam: ha az extrém esemény bekol
vetkezik, nincs az a t6ke, ami kivédhetné a veszteségeket. Artzner és szerzotdrsai [1999]
tovabblép, és a koherens kockazati mértékek definidlasaval a szubadditivitdsra hivja fel a
figyelmet: nem biztos, hogy alportfoliok egyesitésekor keletkezik diverzifikacids hatas,
ha VaR-ban mérjiik a kockdzatot. Csak szubadditiv kockdzatmérési eszkdz esetén van
értelme limitek alkalmazasanak, ekkor lehetiink biztosak abban, hogy a globalis kockal
zatot sikeriil a limitek 0sszege alatt tartani. Megjelentek tehat a koherens kockazati mérll
tékek, amelyek a reprezentdcios tétel szerint kiilonboz§ altalanositott forgatokdnyvek
kozil a legrosszabban bekovetkezd veszteséget mérik. A maximalis veszteség és a feltél
teles varhat6 érték koherens, rdadasul mindkettd linedrisan programozhatd, ha optimalill
zalni akarunk. A szakirodalom a kockaztatott érték tovabbi hatranyait és eldnyeit is megll
emliti, ezeket a koherens kockazati mértékek tulajdonsigaival vetettiik Ossze.

A t6zsdék tudomasunk szerint sehol sem hasznalnak VaR-t, a biztositokat pedig Meyers
[2000] prébalja ravenni arra, hogy térjenek it koherens mérészamokra. Mindezek ellell
nére a bankok bazeli szabalyozasdban a VaR tovabb ,él és virul”. A végsé mentsvarat
ado szabalyozok legf6bb érve a normalis eloszlas, ezzel a feltevéssel minden ,,szEp és j6”
lesz, még az ugynevezett kaszindhatassal sem kell szdmolni.

Az alkalmazasi teriiletek koziil a t6zsdét, azon beliil opcids letéti kovetelmények megl
hatarozasat vizsgéltuk részletesebben, de a kovetkeztetések természetesen mindenféle
kockéazatmérésre igazak. A modellfiiggd SPAN moédszer és a modellmentes SEC kovel
telmény mogott a maximalis veszteség hizodik meg, és egymds matematikai dudlisal
nak tekinthet6k bizonyos feltételek teljesiilése esetén. A feltevések koziil a legfontold
sabb a pillang6k hasznalhatésaga a SEC-nek bejelentett eredetivel ekvivalens opcids
poziciéban.
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Csak szubadditiv kockazati mértékek esetén jelentkezik diverzifikacios hatas, amelyl
nek az elosztasa a t6keallokacid, azaz a kockazat felbontdsa. Ezt az eljarast kooperativ
jatékelméleti eszkozokkel modelleztiik.

A konkrét allokdcios mddszerek koziil a Shapley-érték mellett (amely példaul j6l haszll
nalhaté a parlamenti partok tényleges szavazati erejének tiikrozésére) egy altalanosabb
koncepci6t, az Aumann-Shapley-értéket mutattuk be részletesebben. fgéretes a nukleolusz
alkalmazésa is. Bizonyos feltételek mellett az egyetlen koherens tékeallokaciés elv az
Aumann-Shapley-érték, amely a kockazati mér8szam eszkozstlyok szerinti gradiensével
egyenld, tetszleges helyen. E szemlélet szerint a hatarkockazat, a silyok kis médosulal
sa hatdrozza meg az allokdland6 t6két. A gradiens alapu elosztds természetesen csak
érintdkozelités, ha nagyobb mértékben megvaltoznak a pozicidk, akkor jelentGsen atértéd
kelddhet a kockazathoz val6 hozzajarulés.

Tovabbi vizsgdlati iranyok

Egy tovabblépés lehet annak tanulmanyozéasa, hogy van-e jotékony hatdsa a kockazatok
ilyen formaban (példaul VaR) torténd szabalyozasanak, vagy kifejezetten karosak. Egyl
altalan kell-e szabalyozni a pénziigyi szektort? A liberalis valasz szerint nem kell, ugyani
is ha globalis kedvezdtlen esemény torténik (példaul haborud, vdlsdg), akkor a gazdasagi
szereplSk Onszabdlyozé médon maguktol is kivédhetik a kockazatok tovaterjedését.

A kockazatok mérése a nagy veszteségek megel6zésére hivatott. A legtobb jelenleg
1étez6 kockazati modell azonban rosszul viselkedik véalsdgok idején, mivel a piaci drak
sztochasztikus folyamata endogén modon fiigg a piaci szereplSk cselekedeteitSl. A kocl
kazatok modellezése nagyban kiilonbozik az idGjaras eldrejelzésétSl. A meteorologus
cselekedete nem hat az id§jarasra, de ha a pénziigyi kockazatokat modellezve beavatkol
zunk, akkor megvaltozik a folyamat dinamikaja, mivel cselekedetiink hat a kockazatokra
(vO. Lucas-kritika).

Orok téma a normdlis eloszlas feltevésének realitdsa, és szamos cikk foglalkozik a
VaR-limitek melletti hozammaximalizdlds modellezésével, valamint a gradiens alapd
kockazatfelbontéssal is.

Mindent 0sszevetve, azt allitjuk, hogy a kockazati mérészamok koziili valasztas altalal
ban komplex feladat, de legtobbszor van lehetGség koherens kockdzatmérésre és tGkeall
lokaciora. Egyébként a portfolié behatd vizsgilata sokszor hasznosabb, mint valamilyen
kockézati szamérték kalkuldldsa, amelyet egy gombnyomdsra megkaphatunk.
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