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SIMONOVITS ANDRAS

Simonovits Andras az MTA Ko6zgazdasdgtudomanyi Intézetének tudomanyos tanacsadoja.

Még egyszer az optimalis novekedésrol

Ebben a cikkben a véges idohorizontu optimalis ndvekedes kérdésével foglalkozunk. A
kiindul6 pont Harrod és Domar allando6 toke/termelési hanyadt modellje, de a beruhazasi
hanyad az elemzési iddszakban bizonyos korlatok kozott folytonosan valtozhat.
Foltessziik, hogy a maximalizalando célfiiggvény a pillanatnyi hasznossagfiiggvény
diszkontalt integralja, valamint a pillanatnyi hasznossagfiiggvény a pillanatnyi fogyasztas
novekvo és szigoruan konkav fliggvénye. A cikk ujitasa, hogy a fogyasztas idoben
dllando, rugalmatlan 1ddbeli helyettesithetdoséget feltételezi. Ez a feltevés nemcsak a
valosaghoz kozelit, de megszabadit azoktdl a paradoxonoktol, amelyek elkeseritették
TINBERGENT [1960]. Kideriil az is, hogy a fogyasztas tokéletes iddbeli
helyettesithetdségén alapuld SHELL [1967], VIRAG [1969], TAKAYAMA [1974],
KOVACS-VIRAG [1981] eredménye az elészor csak beruhdzni, utdna csak fogyasztani
stratégia optimalitasardl, kozgazdasagilag helytelen.

A matematikai kdozgazdasagtan egyik alapkérdése RAMSEY [1928] 6ta az optimalis novekedési
palyara vonatkozott. Az optimalis novekedéselmélet alapfogalmai a kovetkezdk: a célfiiggvény (a
pillanatnyi hasznossagfiiggvény diszkontalt iddintegralja), a termelési fiiggvény, a peremfeltételek (a
kezdeti és a zard tokedllomany) és az idoben valtozé beruhdzasi (megtakaritasi) hanyad. Megfeleld
feltételek mellett a variacidoszamitds (vagy az azt altalanositd optimalis folyamatok elmélete)
segitségével levezethetd az optimdlis megtakaritasi hanyad, beruhézasi és fogyasztasi palya. A lehetd
legegyszeribb modell segitségével a cikkben azt vizsgaljuk: mi az 6sszefiiggés a pillanatnyi
hasznossag leszamitolasi rataja, a zard tokefeltétel, valamint az optimalis fogyasztasi és beruhazasi
palya kozott.

Mieldtt az eredmények ismertetésébe fognank, roviden attekintjiik a szertedgazo irodalom néhany
jellegzetes darabjat. Részletesen TAKAYAMA [1974], 5. és 8. fejezet, KAMIEN-SCHWARTZ
[1981] L. rész, 17. fejezet, valamint BLANCHARD-FISCHER [1989, 2. fejezet] tankonyve
tartalmazza a tudnivalokat. A legmodernebb eredményeket BOLDRIN-MONTRUCCHIO [1986],
valamint BOLDRIN-WOODFORD [1990] tartalmazza.

Kizarolag makromodellekkel foglalkozunk. Az 1. tablazatban harom feltevés szerint osztalyoztuk a
modelleket: /. a vizsgalat idohorizontja véges vagy végtelen; 2. a termelési fiiggvény linearis vagy
konkav; 3. a pillanatnyi hasznossagfliggvény linearis vagy konkav, s ez utdbbin beliil gyengén vagy
erdsen konkav (magyarazat késobb).
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Megiegyzés: A tevmelisi figgvény Hnearitdsa azonos az dllandd termelés/ioke hinyadossat,
A fogyasetasi fliggveny linearitass azonos a tokéleres iddbelt helyettesithetbsépget (kockdzal-
semiegesséy), gyengeierds konkavitasa a rugalmas/tugalmatian helyettesithetdscgpel.

Ismert, hogy a kozgazdasagi modellek sokkal durvabban tiikrozik a valosagot, mint példaul a fizika.
Ez a tény egyeseket arra sarkall, hogy minél altalanosabb és realistabb feltevések mellett oldjak meg a
feladatot. Masok viszont szinte felszabadulnak, és azt hiszik, azt tehetik fol, amit akarnak. Ez a
kettdsség az optimalis ndvekedés hazai és nemzetkdzi miveldinél is megmutatkozik.

A véges vagy végtelen idOhorizont valasztasa mddszertani jellegi, mindkét megoldasnak megvan az
erds €s a gyenge oldala. Mi a tovabbiakban a véges idohorizontu modellekre szoritkozunk, €s csak
utalunk a végtelen idohorizontu modellekre (CASS [1965] ¢és KOOPMANS [1965]).

Ismert, hogy a leir6 (nem optimalizald) ndvekedési modellek kezdetben linedris termelési fliggvényt
tételeztek f6l: HARROD [1939] és DOMAR [1946] modelljében a termelés a tokével egyenesen
aranyos. Ismert, hogy az ilyen modellekben az egyensuly késélen tdincol. SOLOW [1956] bevezette a
neoklasszikus konkav termelési fliggvényt, ahol az egyensulyi palya stabil, azonban a fejlodés
korlatozott. A technikai haladas bevezetésével (SOLOW [1957]) a korlatlan novekedés ismét lehetové
valt.

A hatvanas évek elejétdl kezdve a statikus modellekben mar megszokott optimalizalas atterjedt a
dinamikus modellekre is. Az uttérd TINBERGEN [1960] a matematikai kezelhetoség kedvéért az
allando idobeli helyettesitési rugalmassagi hasznossagi fiiggvényekre szoritkozott.

Mindenekelott értelmezziik a fogyasztas helyettesitesi hatarratajat és helyettesitési rugalmassagat.
Adott hasznossagl fogyasztasi palyakat mérlegelve, a helyettesitési hatarrata azt fejezi ki, hogy
mennyivel kell csokkenteni az egyik idopontban a fogyasztast, ha egy masik idopontban egységnyivel
noveljiik. Hicks bevezette a helyettesitési rugalmassagot mint a helyettesitési hatarratanak a két
fogyasztas hanyada szerinti rugalmassagat. Feltevésiink szerint a masodik mutato6 kisebb, mint 1: a
fogyasztés idobeli helyettesitése rugalmatlan.

Frisch 1931es megfigyelésére hivatkozva, Tinbergen rugalmas helyettesitést tételezett {6l (gyenge
konkavitas). A tovabbiak miatt érdekes, hogy bevezette a 1étfenntartdsi minimumot, amely ald a
fogyasztas sohasem siillyedhet. Igazi kozgazdaszhoz méltéan végigelemezte az optimalis megoldas
nagysagrendjét, és elégedetleniil tette félre az eredményeket.

Rugalmasabbnak tinik CASS [1965] és KOOPMANS [1965] feltételezése, ti. a fogyasztas
hatarhaszna a -=chez tart, ha a fogyasztas nullahoz tart: erds konkavitas. Mint a tablazatbol lathato, az
emlitett szerzok konkav termelési fliggvénnyel és végtelen iddszakkal dolgoztak.

Masok kevésbé torddtek a hasznossagfiiggvények megvalasztdsaval. Szamomra meglepd modon az
optimalis novekedéselmélet egyik klasszikusa, SHELL [1967] cikkében linearis



hasznossagfiiggvénnyel dolgozott. A nem sokkal kordabban sziiletett optimalis folyamatok elméletét
(PONTRJAGIN ES SZERZOTARSAI [1961]) alkalmazva a kovetkezd eredményt kapta: az elemzési
1ddszak elsd szakaszaban érdemes maximalisan, a masodikban viszont miniméalisan beruhézni. Még
azt a faradsagot sem vette maganak, hogy a beruhazasi hanyadot az elvileg lehetséges [0,1]
intervallumnal sziikebbre, példaul [0,05; 0,4]re szabja. Talan azért valasztotta a linedris célfliggvényt,
mert éppen ez az az eset, amikor a klasszikus variaciészamitas mar nem érvényes? A
makrohasznossagi fliggvény linearitasa azonban még elsd kozelitésként sem engedhetd meg.
(Kenyeret, energiat és mas arukat-szolgaltatasokat mindennap fogyasztanunk kell!) Kordbban hasonlo
hasznossagfliiggvényt alkalmazott SRINIVASAN [1964] és UZAWA [1964], igaz, kétszektoros
modellben.

S ezzel elérkeztiink Magyarorszagra. A magyar szakirodalomban VIRAG [1969], KOVACS-VIRAG
[1981], valamint BANAI-LUKACS [1987] foglalkoztak az optimalis névekedés kérdésével.
Mindhéarom forras az irreélis linearis hasznossagfiiggvénnyel dolgozott, s ezért k6z6mbdos, hogy
linedris, konkav termelési fliiggvényt vagy mas, érdekes termelési szabalyt tételezett f61. VIRAG
[1969] és KOVACS-VIRAG [1981] SHELL [1967]hez hasonlé eredményt kapott; BANAI-LUKACS
[1987] altalanosabb eredményekhez is eljutott.

Ebben a cikkben Tinbergen ¢s Koopmans gondolatait 6tv6zom. Tinbergentdl atveszem a véges
iddhorizontot, az allando6 tdke/termelési hanyadost és az dlland6 rugalmassagu hasznossagfiiggvényt,
Koopmanstol viszont a helyettesitési rugalmatlansagot.

Eldszor a modellt ismertetem, majd az optimalis megoldast. A nehézségek miatt az optimalizalast két
1épésben mutatom be: az altalanos variacioszamitési feladat keretében, illetve a Tinbergen-féle
specialis feladatnal, de most erds konkavitast feltételezve. A bonyolultabb tételeket €s levezetéseket,
amelyekre a kozgazdasadgi mondanivald megértéséhez nincs sziikség, a fliggelék tartalmazza. A cikk
o eredménye: ésszerlien korlatozva a tokeallomany novekedését, a leszamitolasi labat (diszkontratat)
¢s a fogyasztas idobeli helyettesitési rugalmassagat, a kozkeletl elképzelésnek megfeleld sima
fogyasztési palyat kapunk.

A modell alapjan - kelld 6vatossaggal -, a kovetkezd megallapitasok tehetok a novekedéspolitikaval
kapcsolatban. /. Ha sikeriil csokkenteni a dontéshozok rovidlatosagat (melyet a modellben a
leszamitolasi 1ab fejezi ki), akkor a kezdeti fogyasztas csokkentése aran jelentdsen ndvelhetd a
fogyasztas novekedési iiteme. 2. Ha sikeriil csokkenteni a jelenrdl a jovore halasztott terheket (ezt a
modellben a zaré tokeallomany emelése fejezi ki), akkor az optimalis beruhazasi hanyad idobeli
csokkenése mérsékelhetd, illetve ndvekedésbe fordithatd. Szampéldak és abrak mutatjak a kiilonb6z0o
gazdasagpolitikai valtozatok kvalitativ €s kvantitativ eredményeit. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a
kiilonb6zd optimalis palyak dsszehasonlitdsara nincs matematikai modszer, tovabbra is pusztan a
jozan esziinkre kell hagyatkoznunk.

A modell

A neoklasszikus elméletben a kdvetkezd valtozokra lesz sziikség: az egy fore juto tarsadalmi termék =
y; az egy fore jutod beruhazas = i; az egy fore jutd fogyasztas = c; az egy fore juto tdke =k, idd = ¢,
amely 0 és T kozott fut. Foltessziik, hogy a gazdasag zart. (Ha nyitott gazdasagot vizsgalunk, akkor a
kiilsd adossagot le kell vonni a gazdasag tokeallomanyabol!)

Altalanos modell

Tekintstik eloszor az altalanos modellt!



Termelési fliggvény
o) =F k(L f =08 f20. (1

Beruhdzdst fliggvény
= s(a)pe, D<si< 1, @

ahol s(2) a pillanatnyi beruhdzési hanyad, amely értelemszertien 0 és 1 kozé esik. (A valésagban
sokkal sziikebb korlatok k6zott kell maradnia, példaul 0,05 és 0,4 kozott.)

Fogvasztdsl fiiggvény
cla)= pity— Ky =1 — 3(9)] y(8). (3

Tokebdvirési filgevény
()= i1}, (4}

ahol ' az 1d0szerinti derivalt jele.
Célfiigevény
I

Fisl= ge'ﬁ‘ Ule{ildr,  8=0, =8, U7 <0, (5)

ahol U a pillanatnyi hasznossdgi fiiggvény; ndvekvd, szigoruan konkav és sima fiiggvény; & a
leszamitolasi lab.

Peremfeitérelek
HOy=k s D=k, . (63

Specialis modell

Az altalanos modell megoldasa eléggé bonyolult, ezért sziikségiink lesz egy specialis modellre is,
amelyben mind a pillanatnyi hasznossag fogyasztas szerinti rugalmassaga (%), mind a tdke/termelés
hanyados dllando:

Uicy=a'c", ha ¢ 20, ~ o] {N
5

fiky= Ak, A >0, (%)

ahol 4 a toke/termelés hanyados reciproka, roviden: tokefajlagos.

Sziikségiink lesz a fogyasztas idobeli helyettesitési rugalmatlansagat mutato értékre, amely idoben
additiv hasznossagfiiggvény esetén egybeesik a relativ kockdzatkeriilési egyiitthatoval:

cll™ (o)
' Uie) (9

Figyeliik meg, hogy (7} esetén U{=c™"), U{ci={e- 1), uzaz
e{cy=1—a. A tovabbizkban az £ {c)= ¢ jeloiést alkalmazzuk.

()= -

Ujjgyakorlatként folirjuk az alland6 beruhazasi hanyadhoz tartoz6 novekedési iitemet, amely a
tokefajlagos és a beruhazasi hanyad szorzata:



t=As. {13)

Az optimalis megoldas
Az optimalis palya meghatarozasa

Az éppen 300 éves sziiletésnapjat linnepld varidcidoszamitas segitségével az optimalis novekedési
palyara egy bonyolult differencidlegyenletrendszer adodik (lasd Fiiggelék, F7-F§. egyenletek),
amelynek altalaban nincs zart alaku megoldésa. Az altalunk tanulményozott specialis esetben azonban
egy sikbeli linedris differenciadlegyenletrendszert kapunk, allando egytitthatdmatrixa reducibilis: (F9)-
(F10). Ezért az egyenletek megoldasa kiilonlegesen egyszert:

1. tétel. Feltéve, hogy teljesiilnek a miikodoképességi feltételek, az optimalis novekedési palya a
kovetkezo:

eif=c¢,e", (11}
ahof o fowvaszids névekedési dteme
T={4 - ths, (12)
és a fogyaszras Rezddéridks
A-1 r
(= e ke
1 EAT... ﬁﬂr( i r} {13;

Megjegyzés. Lathato, hogy a k kezddfeltetel mellett a k_zarofeltétel is fontos szerepet jatszik az
optimalis palya meghatarozasaban. A puristakat ez zavarhatja, s inkabb beolvasztjak k t az (5)
célfiiggvénybe:

ik y=e Ty ?e RS INEET HTF17 N (5%}
i

ahol #¥() valamilyen névekvo sima fiiggvény. Mi megmaradunk az eredeti varidcios feladatnal.
Mikodoképességi feltételek

Eddig nem elemeztiik a 0 = 5 () < 1 mikdddoképességi feltételeket. Az

s{ty=1=—po(r} {4k (1)} {14)

Osszefiliggés értelmében a k(?) / c¢(t) hanyados alakulasa a dontd. Lassuk eldszor a tokedllomany
képletét:

Lift= J14k1_£____{} g"rkl—k -
frr=eMk, ,i-"“"—{-'[r{ i r) (15}

A mikodoképesség biztositdsara harom feltevésre lesz sziikséglink:



1. feltétel: A relativ kockazatkeriilési egyiitthato nagyobb, mint 1: 2> 1 (L <0).

2. feltétel: A leszamitoldsi 14b kisebb, mint a termelés/tdkehanyados: & < A.

3. feltétel: A zaro tdkeallomany nagyobb, mint a kezdd tokedllomény; de kisebb, mint a nulla
fogyasztéassal elérhetd maximalis érték. Pontosabban:

O <y €T hy <k <k, (16}

Megjegyzés. Alahuzzuk, hogy k_(16)beli also korlatjatol eltekintve, minden feltevésiink természetes.

Az . feltevés azt mondja ki, hogy a fogyasztas iddbeli helyettesitése korlatozott, példaul semmilyen
optimalis fogyasztasi palya nem tartalmazhat nulla fogyasztasi pontot. (Figyelemre méltd, hogy
Tinbergen Frisch 1931es adataira hivatkozva éppen az ellenkezd feltevést mondja ki, s nem tudja
elfogadni sajat paradox eredményét!) A 2. feltevés empirikus jellegli: mivel & néhany szazad, 4 pedig
néhany tized, & < 4. A 3. feltevésbeli felsd korlat nem engedi, hogy a nulla fogyasztas mellett
elérhetd tokefelhalmozast vagy anndl tobbet tizziink ki célul. Az als6 korlat nehezen attekinthetd, a
bizonyitasbol szarmazik. A konyebb érthetdség kedvéert megjegyezziik, hogy min k_ ertéke k s k* =

ke kozé esik, k* értéke fiigg Ttol és Ttol,
Megfogalmazzuk és bebizonyitjuk a cikk 6 eredményét:

2. tétel. Tegyiik fol, hogy az 1-3. feltevésharmas teljesiil.

a) Az (1)-(8) specialis felhalmozasi feladatnak van megengedett lokdlis optimuma, amely egyben
globalis optimum.

b) Az optimalis fogyasztas idoben no.

¢) Minél nagyobb a leszamitolasi lab vagy a kockazatkeriilés (azaz minél kisebb az idobeli
helyettesités rugalmassaga), annal nagyobb a kezdofogyasztas és annal kisebb a fogyasztas
névekedesi titeme.

d) Ha k= k*, akkor az optimalis beruhdzasi hanyad, s(t) allando. Ha k > k¥, akkor s (1) no; ha k<

k*, akkor s(t) csokken.

Bizonyitas. @) Ha létezik lokalis optimum, akkor azt a fenti levezetésbdl kovetkezoen a megadott
modon kell meghatarozni. Igazolni kell viszont a pozitivitasi feltételek teljesiilését. (14)be be kellene
helyettesiteni (11)et és (15)6t, de ez meglehetdsen faradsagos lenne. Ehelyett mas, ekvivalens
feltételeket vizsgalunk.

¢, pozitivitasa: (13) jobb oldalan a trt mindig pozitiv. ¢, pontosan akkor pozitiv, ha k < '’k teljesil.

k'(t) pozitivitasa: Derivaljuk (15)-6t!

TE—k
kg y=Ae’ i, {i_...'.' ......... - T} (et —1e™ ),
T

Ko6z06s nevezore hozzuk és dsszevonjuk a jobb oldalt, majd folirjuk a £’ (z) > 0 feltételt. A pozitiv
nevezot elhagyva:



Ak, = kye+1(etTk,~k)e" =0 (ET)
Ha elégséges feltétellel bedrjilk, akkor az elsd lagot pozitivvd tevd k, >e” &,
cevenldllenség nyilvanvaldan megteszi, hiszen a masodik tag &< 'Th_ miatt positiv.
Ha a pontos feltételt keressiik, akkor tovabb kell szamolnunk. (1M-et dtrendezve
{Aet — 1" Y, >(de T — e T ) k20,
azaz

AE.{:-‘.— zT_ TE.JET# T!
ke > e K (18}
Ae™— e

Jeldlje g (2 ) a k, szorzdjaként szerepld tortet! e”-vel egyszeriisitve:

=il :
g AT

glr)= AT

A g(t) figgvény derivalasaval belathato, hogy g'(2) > 0, azaz g(t) < g(T), ha 0 = ¢ <T. Tehat (18)
teljesiilésének sziikséges es elégséges feltetele k> g(T)k . A g(1) figgveny (18)beli alakjat hasznalva,

a (16)beli also korlatot kapjuk.

k(1) pozitivitasa: kovetkezik a k > 0 €és a k'(z) > 0 egyenldtlenségparbol.

b) (12) és & < A miatt T > 0.

¢) Minél nagyobb = vagy @, annal kisebb T.
d) Kovetkezik a korabbi bizonyitasokbol.
Numerikus szamitasok

Az elmondottakat viszonylag egyszert szampéldakon szemléltetjiik. Mar Tinbergent is zavarta, hogy
nehéz a modellt jol kalibralni. Két elemi Osszefiiggést tarthatunk szem eldtt: a (10)beli T =s4 és a
(12)beli T = (4 - &) /= képletet. Kiindulasul vegyiink évi 2 szdzalékos novekedést és 16 szazalékos
beruhazasi hanyadot: a keletkezd A = T/s = 0,02/0,16 = 0,125 zavardan alacsony érték! Néhany
szazalékos diszkontrataval dolgozva a helyettesitési rugalmatlansag meglehetdsen nagynak adodik:
példaul kerek szamokra torekedve: & = 0,065h6z = = 3 érték tartozik. A k,=1/4 = 8 valasztés

biztositja, hogy a kezdeti nett6 termelés egységnyi: y, =1. Végiil beldhetjiik az allandé (0,16)

beruhdzasi hanyadhoz tartozé zarotdkeallomanyt: 7=10 év mellett k* = et k=9,77.

A 2. tablazat tartalmazza a futdsok valtozo paramétereit és jellemzait.



2. 1dbidaar
Futdsi parsmétereh és jetlemedh

Futiark " {YisziontEibs Lardiake Frogyasgtas Beegitideisd hidnyad

1] ko navekedésl iR nyitd g

mfm ay;:ér r,:?:_é 5 57
E, 3065 Q77 002 0,240 1,206 0.160 {160
2. 0,033 2,717 0.63 0,306 1087 154 G140
LR 0,065 13,75 0,042 (.,79% 971 (3,205 0,277
4. HREER] 16,75 003 0,162 E025 0,238 0,234

Az 1. futas a vizmérték, s ehhez viszonyitjuk a tobbi futast: 'E'}lz 0,065. A 2. futasnal majdnem felére
csokkentjiik a leszamitolasi labat: @22 0,035, de megtartjuk a korabbi zarotokeertékeket: £ (2) = k*.

Ekkor a fogyasztas novekedési tliteme 3 szézalékra ugrik, a kezdd fogyasztas 3,6 szazalékponttal
csokkent, a zard fogyasztas viszont 6 szdzalékponttal nd. Zavar6 viszont, hogy a kezdeti
ambicidzusabb beruhazasi hanyad 19,4 szazalékrol folyamatosan csokken, s az iddoszak végére a
nyomorusagos 11 szdzalékra siillyed.

A 3. futasban visszatériink a magas leszamitolasi labhoz: @3 = 0,065, s ezzel az alacsonyabb, 2

szazalékos fogyasztasndvekedéshez. Ugyanakkor 10 szédzalékkal megemeljiik a zarofeltételben
szerepld tokeértéket: k (3)=10,75. Most a beruhazasi hanyad még a 2. futasénal is magasabb értekrdl

indul és folyamatosan nd 27,7 szazalékig, de kozben a fogyasztas egyre fokozod6d mértékben elmarad
az eldz0 két valtozattol.



Oprimdlis fogyaszidsi pafyak
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A 4. futasban a 2. és a 3. futas javitasait egyesitjiik: csokkentjiik a leszamitolasi labat és noveljiik a
zarotoke-allomanyt. Igaz, hogy most a kezdo fogyasztas tovabbi 3,3 szazalékponttal siillyed, de a

végsd fogyasztas mar eléri az 1. futasbeli értéket. Ekozben a beruhazasi hanyad a 3. futdsbeli

kozépértéken stabilizalodik.

Lathato, hogy még a javitott modell sem tokéletes. Ha mégis elfogadjuk a modellezés eddigi

eredményeit, akkor megallapithatjuk: mind a leszamitolds csokkentésére, mind a zar6tdkeallomany

emelésére sziikség van.

Fiiggelék



Az altalanos variacioszamitasi feladat

A0 = s(1) = 1 korlattol eltekintve, az (1)-(5) feladat egy klasszikus variacidszamitasi feladat, csak a
felesleges valtozokat kell kiejtentink.

Behelyettesitésekkel kikiiszobolhetd i(z) €s y(1):

RO y=s {1 )R], (£1)
of#) = AT —f 1k} (£2)

{F2)-t behelvettesitve (5)-be, a kivetkezd vanacioszamsasi feladathoz jutunk

Plik, K= Je U {0}~k (O} )

A variacioszamités alaptétele szerint (Iasd KOSA [1973]) a lokalisan optimalis palya kielégiti az un.
EulerLagrange féle masodrendi differencialegyenletet, amely az

Lit, k, k=" ULk~ k1) (F8)

jeloléssel a kivelkezd alakot oiti:

4r.,.
..ﬁ_—n Lt' (st

Helyeltesitsiik be (Fdi-et (F5-be &8 cserél)iik meg a ki oldaly:

E-m{jr[}r{k} ..... k'}f‘{k]m{i{.ﬁ_ﬁd Ujm-ﬁ?}_k'}{_]]} (F‘ﬁ}

(F6) mindkét oidalat elosztjuk ¢ %4/ -vel, visszairiuk -t Helyettesitsiik be (9)-et
{F6)-ba, és rendezzik Al (F2)-t! Az O differencidlegyenict-rendszer a kdvetkezd:

e'=sfc] [k} 8, {£7)

k'=flky—c. (£8)

(F7)-(F8) egy bonyolult, sikbeli differencidlegyenletrendszer, amely a peremfeltételek mellett
altaldban egyértelmien megoldhatd (ARNOLD [1984]). Ezzel belattuk az

F1. tételt (CASS [1965] és KOOPMANS [1965]). Ha az (1)-(5) altalanos felhalmozasi feladatnak van
lokalis optimuma, akkor az kielégiti a nem linearis (F7)-(F8) differencialegyenletrendszert a (6)
peremfeltételek mellett.

Sajnos a feladatrdl ilyen altaldnossagban keveset tudunk mondani. A nemzetko6zi szakirodalomban

leggyakrabban a végtelen idShorizontu feladatot vizsgaljak (7' =w=). A (K’, ¢”) dllandésult dllapot (ahol
c'=0 és k=0) 1étezését foltéve vagy bizonyitva lokalis stabilitast/instabilitast keresnek (KAMIEN-
SCHWARTZ [1981] L. rész, 17. fejezet). Az altalanos eredmény a gyorsforgalmi palya tétele.



Végtelen idohorizont esetén k_felesleges, és k, < k” esetén k(t)1k’, k > k” esetén k(1)L1K'.
A specialis variacioszamitasi feladat

Mi egy maésik utat kovetlink. A cikk elso részében bevezetett parametrikus fiiggvénycsaladra
szoritkozunk. Ekkor (7) és (9) miatt (c) = £, valamint (8) szerint f'(k) = A.

Helyettesitsiik be e specifikaciokat (F7)-(F8)be:
e'=g A - Fle, (£8}

k'=ak- . {F10}

Ezzel belattuk az

F2. tételt. Ha az (1)-(8) specialis felhalmozasi feladatnak van lokadlis optimuma, akkor az kielégiti az
(F9)-(F10) sikbeli linearis differencidalegyenletrendszert a (6) peremfeltételek mellett.

A F2. tétel bizonyitasa. (£9) kiilon megoldhato: (11)-(12), ¢, meghatarozasat kesdbbre halasztjuk.

(F9) megoldasanak ismeretében (F'10) most egy egyvaltozds inhomogén linedris differenciadlegyenlet,
mely a megoldo6 szorzok mddszerével oldhaté meg (ARNOLD [1984]). k' - Ak = - ¢ mindkét oldalat

beszorozzuk e“'vel:;

e M — e Ak~ £T
Vegyiik észre, hogy a bal oldalon ek(?) szorzat derivaltja all. Integralva mindkét oldalt 0 és ¢ k6zott,

e (k= g

Behelyettesitve a # = T értéket, adodik (13), majd visszahelyettesitve adodik (15).
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