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BENEDEK GABOR

Evoliciés alkalmazasok elorejelzési modellekben - 1.

Az elorejelz6 modelleket készité kozgazdaszok lehetdségei igen korlatozottak voltak
a szamitégép megjelenéséig. A legegyszeriibb regressziés modellek vagy gérbeill]
lesztési feladatok is hosszu szamitasi id6t igényeltek, a nagy adatbazisok kezelése
pedig gyakorlatilag lehetetlen volt. Optimalizalasi probléma esetén csak a legegyl]
szerlibb esetekkel tudtak foglalkozni (példaul a lehetséges megoldasok halmaza
konvex és a célfiiggvény konkav). Nem véletlen tehat, hogy mind a statisztikaban,
mind az operacidkutatasban a linearis modellek terjedtek el. A szamitégép megjelel]
nésével és villamgyors fejlédésével (szamitasi sebesség, tarolé kapacitas) lehetsl]
ség nyilt arra, hogy a modellek megalapozasahoz sziikséges informacidkat 6rias[]
adatbazisok szolgaltassak. Egyre bonyolultabb 6sszefiiggéseket keresve, egyre tobb
valtozét bekapcsolva, az elemzSknek ra kellett ébredniiik arra, hogy ,,a vilag nem
linearis”. Nagyon bonyolult modellformat valasztva a hagyomanyos optimalizalé ell]
jarasok kudarcot vallanak (példaul lokalis optimumban allnak meg), ismeretien mo[]
dellforma esetén pedig nem lehetett definialni a feladatot (nincs célfiiggvény).*

Az elmilt harminc évben rengeteg kisérlet tortént a fenti probléma megoldisara. Az egyik
legsikeresebb megkozelitésnek az evolticids elméletek alkalmazasa bizonyult. Ez a tudomanyl
teriilet borzasztdan fiatal, rengetegen probaljak fejleszteni és alkalmazni, s ennek kovetkeztél
ben oriasi a kiilonboz6 algoritmusoknak és alkalmazasi tertileteknek a szama (Maren—-Harst
[1990], Mammone [1991] és Winter [1995]). Sok esetben azonban hidnyoznak vagy hibasak
a bizonyitasok, és indokolatlanok vagy helytelenek az alkalmazasok. Jelen tanulmanynak az
a célja, hogy bemutassa az evoliciés eljarasok elméleti hatterét és alkalmazasi lehetGségeit
kozgazdasagi eldrejelzési feladatok esetében. Szeretnénk elérni, hogy az olvasd ezutin

- konnyebben eligazodjon az evoliciés algoritmusokat felhasznalé cikkeken, modelleken;

- meg tudja kiilonboztetni az értelmes alkalmazasokat a ,,divattol”;

- fel tudja ismerni, hogy mikor lehet és érdemes egy feladatot evoliciés mddszerekkel
megoldani;

- sziikség esetén kiprobalja/alkalmazza az jonnan nyilé lehetSségeket.

A részletes algoritmusok és kddok ismertetései meghaladndk e tanulméiny kereteit.
Erre azonban nincs is sziikség, ugyanis egy elemzd kozgazdiasznak nem feladata, hogy
bonyolult programokat készitsen. Sziikség esetén ezek a programok rendelkezésre all0
nak. A megadott irodalomjegyzék segitségével azonban az érdekl6ddk a forraskddokhoz
is konnyen hozzaférhetnek.

_ * A tanulmdny a T25372. szami OTKA-kutatds keretében késziilt. A szerz§ koszonettel tartozik Hideg
Evdnak, Lipovszki Orsolydnak és Pataki Attildnak a dolgozat megirasdban nyujtott segitségért és 0sztonzésért.

Benedek Gabor, Budapesti Kozgazdasagtudomanyi Egyetem matematikai kozgazdasagtan és 0konometria
tansz€ék (benedek@sunshine.bke.hu).
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Az evolicids eljarasoknak a kozgazdasigtanban amiatt van kiilonleges jelentGsége,
hogy a kozgazdasagtan az Osszes szereplSt haszonmaximalizald, azaz optimalizalé szell
replonek tekinti. A legtobb modell eleve feltételezi, hogy a szereplSk ezt az optimalis
viselkedést az Osszes rendelkezésére allo informéacié alapjan, analitikusan meg tudjik
hatdrozni, és mindvégig ezt alkalmazzdk. A valdsidgban azonban a kornyezet allandéan
valtozik. (Mar az is valtozast okozhat, ha a szerepl6k nem egyszerre hozzak meg amuigy
optimalis dontéseiket.) A szerepldk a valdsagban allandban tanulnak, alkalmazkodnak,
fejlédnek. Az evolicios eljarasok pontosan ezeket a folyamatokat szimulaljak.

A két részben megjelend tanulmény harom fejezetbdl all. Az els6ben az evolicids
elméletek altalanos tulajdonsagait targyaljuk. A torténeti és elméleti ismertetés mellett
bemutatunk néhany konkrét alkalmazast is, kiilonds tekintettel a kdzgazdasagi alkalmall
zasokra. Végezetiil 6sszefoglaljuk azokat a feltételeket, amelyek esetén érdemes evoldcil
0s algoritmusokkal probalkozni. A masodik fejezetben két algoritmus — a genetikus algol
ritmus €s a neurdlis hdlo - részletesebb ismertetésével foglalkozunk. Az ismertetéshez
egyszerd szemléltet§ példakat alkalmazunk. A fejezet utolsd pontjaban néhany tovabbi
érdekes algoritmusrél adunk rovid ismertetést. A Kozgazdasagi Szemle janudri szamal
ban megjelend masodik rész tartalmazza a harmadik fejezetet, amely célja, hogy egy
valds probléman keresztiil bemutassa, hogyan alkalmazhatok elérejelzési modellekben az
evolucids eljarasok. A példa a részvényarfolyamok eldrejelzésének problémaéja, és az
ehhez kapcsolddé optimalis portfélio-, illetve opciévasarlasi stratégia kialakitdsa. A probl
1éma szemléltetéséhez sziikséges adatbazis szintetikus.'

Evolucios elméletek
Az otlet

A szakirodalomban rengeteg evoliciés mddszerrel, algoritmussal és alkalmazassal talall
kozhatunk. Ezek nagyon kiilonbozhetnek egymastdl, aszerint, hogy milyen evolucis
modell szolgél az algoritmus alapjaul, vagy akar ugyanolyan modell esetén milyen mel
chanizmus valdsitja meg a modellt. Minden modellben k6z6s azonban az, hogy valamill
lyen szinten a természet optimalis kivalasztodasi folyamatat probaljak utdnozni.

Mit csindl a természet? Tegylik fel, hogy adott egy populaci6é szamdra valamilyen
kezdeti allapot, valamint azt is, hogy ez az allapot optimdlis a populédcid és a termél
szet szamdra, példaul nem hal ki vagy nem szaporodik el tdlsdgosan a populacid.
Ebben az allandosult allapotban nincs fejlddés, nincs tanulds, és tokéletes az egyenl
suly, abban az értelemben, hogy nincs semmilyen olyan erd, ami kimozditand ebbdl
az allapotbol. A kovetkezd 1épésben azonban megvaltoztatjuk a populdcié kornyezel
tét, ami valamilyen negativ hatdssal van rd. A populaci6 egyes egyedei elpusztulnak,
masok életben maradnak. A kovetkez$ generdcidba az életben maradtak gyerekei
kertilnek, azok is szembesiilnek a negativ hatdssal, elpusztulnak vagy életben maradll
nak, szaporodnak stb. Az egyedek természetesen nem egyformak, kis tulajdonsagokl
ban kiilonboznek. E tulajdonsigok azonban meghatarozzak, hogy a negativ hatdssal
szemben mennyire ellendllok. A jobban ellendllok életben maradnak, és képesek toll
vabborokiteni ezt a tulajdonsagot. SGt, a populacid akkor sincs feltétleniil haldlra

' A tanulmanyban felhasznélt szoftverek a kovetkezdk voltak: Pascal, C, Sugal algoritmus konyvtar (C),
Clementine, SPSS. A tanulmdnyban szerepld néhdny egyszerd példat érdemes olvasds kozben, a jobb megl
értés céljabol kiprobalni, ezért ezek a mindenki szdmdra kénnyen hozzaférhet6 Microsoft Excel program
segitségével rekonstrudlhatok.
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itélve, ha ez a tulajdonsag (vagy ezek a tulajdonsidgok) a kezdeti generaci6 egyetlen
egyedében sem fordult(ak) elS. LehetGség van ugyanis a mutaciora, azaz olyan 6roki
16désre, ahol a gyerek nem minden tulajdonsdga vezethet§ vissza sziilei, nagysziilei
stb. tulajdonsdgaira, hanem vannak véletlen megvaltozasok is. J6 esetben, egy sokall
dik generacidban ujra helyredll az egyensily, ez az 4j allapot (tulajdonsag-0sszetétel)
lesz optimalis.

Tekintsiik ezt a probléméat egy hagyomanyos optimumfeladatnak, amelyben az egyel
dek kiilonbozd tulajdonsagai adjak a lehetséges megolddsok halmazat. (Minden egyed
egy-egy lehetséges megoldas). Minden lehetséges tulajdonsdghoz a természet ,,megl
mondja” mennyire jok az adott egyed tilélési esélyei, azaz adott egy, az 6sszes lehetO
séges tulajdonsidg halmazan értelmezett fliggvény. A populdcié az utolsé generdcidban
megtaldlja a fiiggvény maximumat. A folyamatban az a kiilonds, hogy anélkiil taldlja
meg az optimumot, hogy ismerné a célfiiggvény alakjat (tulajdonsagait). (Hozzatesszik,
hogy ezaltal a fejlddés altal viszonylag gyorsan taldlja meg a populdcié a szdmara
optimalis allapotot. Ennek azért van nagy jelentGsége, mert ismeretlen célfiiggvény
esetében a legegyszeribb megoldas az Osszes lehetséges eset kiprobalasa, és az optimal
lis megoldas kivalasztisa, ez azonban Oridsi szamitdsi id6t vehet igénybe.) Emiatt a
szempont miatt érdekes szdmunkra az evolicids eljards, hiszen — mint a bevezetGben
elmondtuk - olyan problémdkhoz keressiik a megoldast, amelyben a célfiiggvény nall
gyon bonyolult, akir ismeretlen tulajdonsagu.

Feltehetjiik a kovetkez6 kérdést: nem véletleniil taldlta-e meg a populacié az optimal
lis tulajdonsagokat? A vélasz pozitiv, a véletlennek oridsi szerepe van fejlédésben.
Viszont ez a véletlen nem ,,vak”. Nem 0ssze-vissza bolyongunk egy szamunkra teljel
sen ismeretlen helyen, hanem fejlddési irdnyokat, utakat deritiink fel. Az utr6l persze
tobbszor is letériink, de a 1ényeg az, hogy minden kovetkez§ 1€pést valamilyen m6édon
az el8z6 1épések helyessége befolyasol. Azt lehet tehat mondani, hogy a tanulds vagy
fejlédés iranyitott.

Ez a megkozelités az evoldcids eljarasok egyik f6 iranya. Célja az optimalizalas, az
algoritmust pedig genetikus algoritmus néven emliti a szakirodalom. Természetesen sok
minden még nincs tisztdzva; hogyan zajlik az 6rokl6dés, hany egyed van egy populaciol
ban, hany generacion keresztiil figyeljik meg a populaciét stb. Ezekre a kérdésekre a
genetikus algoritmussal foglalkozé rész adja meg a vélaszt.

Nézziik most tovabb az evolicids eljarasokat! Sikeriilt taldlni egy olyan eljarast,
ami egy diszkrét vdltozasra egy hosszi folyamat utdn optimélis valaszt ad. Sok esetll
ben azonban nagyon gyakori a valtozas, és nagyon rovid id6 all rendelkezésre ahhoz,
hogy a valtozédsra a helyes vélaszreakciét megadjuk. Azért nehéz a gyors vélasz,
mert nem ismerjiik azt a fliggvényt, ami minden egyes kornyezeti dllapothoz megadja
az optimalis (vagy megfelel§) megoldast. A természetben rengeteg olyan eset fordul
el6, amikor nagyon gyorsan kell valaszreakcidt adni. Ilyen példaul az arcfelismerés,
ahol a szembe érkezdr6l nagy mennyiségli informacioét kell valamilyen fiiggvénynek
feldolgozni, és végeredményiil az adott személyt meghatirozni. A természetben az
ilyen tipusu fiiggvények keresése és alland6 mddositsa, javitasa a tanulds, igy kézenl
fekv@, hogy a modellezéshez az agy mikodését (neuronok mikodését) hasznaltak. A
neurdlis hdlo tehét olyan tanuldalgoritmus, amely nagy mennyiségd példa alapjan
egy adott inputhalmaz és outputhalmaz kozti 6sszefliggést probalja megtaldlni. Sok
esetben az eldrejelzd modellek készitésekor is a fenti problémdaval szembesiiliink.
Nagy mennyiségi adattal rendelkeziink, de bonyolult és sokféle dsszefiiggés lehet az
adatok kozott, és a modellezést az adatok zajossdga is bonyolithatja. Ebben az esetll
ben az Osszefiiggések keresését érdemes lehet a neurdlis haléra bizni. A neuralis
haléval a késGbbiekben részletesen foglalkozunk.
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Végiil meg kell jegyezniink, hogy bar a genetikus algoritmus és a neuralis hal6 az
evolicios elméletek két talan legfontosabb pillére, rengeteg mas evoliciés modszer 1étell
zik, és nagyon sok ,vegyes” eljaras taldlhat6 — mind algoritmus, mind alkalmazas szinll
ten. Igy példaul a neurélis halé nemcsak fiiggvénykeresésre, hanem optimalizaldsra is
alkalmazhat6, a genetikus algoritmus felhasznalhat6 a neurdlis halé hierarchidjanak kill
alakitasahoz, hagyomanyos optimalizalé6 mddszereket (példaul gradiensmoédszer) és heul
risztikus optimalizalé eljarasokat (példaul simulated annealing) kapcsolhatunk Ossze a
genetikus algoritmussal stb. Nincs lehetGség ezek teljes bemutatdsara, csupan megemlil
tiink néhany eljarast.

Miért kell a szamitogép?

A legkézenfekvdbb vilasz az, hogy a szamit6gép rendkiviil nagy sebességgel képes szl
mitdsokat elvégezni, nagyméretii adatbdzisokat tdrolni, illetve ezen adatbazisokon kil
lonféle mtiveleteket végrehajtani (példaul: keresés, rendezés stb.). Ennél azonban sokkal
nagyobb a szamitogép és a programozds megjelenésének a jelentdsége. Ennek illusztrall
lasdra vegyiik példaul a klasszikusnak szamitd utaz6iigynok-problémat.? Ahhoz, hogy az
optimalis utat megtalaljuk, minden lehetGséget végig kell szamolni. Ezt az eljarast feljes
leszamoldsnak nevezziik. Ez n darab varos esetében Osszesen (n-1)! darab lehetGséget
jelent. Ha ,kézzel” latunk neki a feladatnak, akkor 3-4 varost szinte ranézésre meg
tudunk oldani, 7-8 varosndl nagyobb feladathoz viszont hozz4 sem kezdiink. Ha a szdmil
tégépre bizzuk a keresést, akkor a szamitdsi id6 14-16 varos esetében éri el azt a hatart,
amelyet mar nehezen tartunk elfogadhatonak. A valdsdgban azonban sok olyan anal6g
feladat van, ahol a ,varosok” szama tobb szaz is lehet. Ugy tiinik, ez a szamitogép
felfedezése ellenére is reménytelen a feladat.

A szamitogép azonban Oridsi teret enged a visszacsatoldsnak. A szamitdsok eredméll
nyei elraktarozhatok, dsszehasonlitdsokat, rendezéseket hajthatunk végre, melynek sell
gitségével olyan irdnyba mozdulunk el, ahol az optimalis Gt megtaldldsdnak nagyobb a
valészindsége. Ebben az esetben az egyszerd mechanikus szamitidsok helyett bonyolull
tabb algoritmusok haszndlatarol beszéliink. Természetesen feltételezhetjiik azt, hogy , kézi
szdmolas” esetén is valamiféle algoritmust kovetiink, &m a korabbi eredményeket tarold
ni, Gjra atnézni a szamitogépnél senki sem tudja hatékonyabban.

Sok esetben - gy az utazoigyndk-probléméndl is — az algoritmusok alkalmazdsa
nem garantdlja, hogy az optimalis megoldast kapjuk eredményiil. Viszont minél t6bb
id6t engediink az algoritmus szdmadra, anndl kozelebb keriiliink az optimélis megoldas
hoz, és mar viszonylag rovid idg alatt is elfogadhaté - az optimum kozelében levd -
eredményt kapunk.

A numerikus modszerek alkalmazasanak még egy el6nyét/hatranyat szoktak hangsull
lyozni. Ez a szamit6gép altal elkovetett kerekitési hiba, amelyet az okoz, hogy egy végl
telen tortet csak véges hossziisagig képes a szamitogép tarolni. Igy a szamitogép esetében
sajnos nem igaz, hogy a + b = b + a. Emiatt - s ez a hatrany - vigyaznunk kell akkor,
amikor ugyanazon kiindul6 értékkel nagy szamui mdveletet hajtunk végre,® mert a kerell
kitési hibak kumulalédnak, és a végeredmény nagyon pontatlan lehet. A kerekitési hibak
elénye viszont, hogy az instabil egyensilyi allapotokbdl bizonyos id§ elteltével kitér a
rendszer (1asd Simonovits [1998] és Balla-Benedek [1999)).

2 Az utazéiigynok-feladatban n darab varost kell egy iigynoknek gy bejarni, hogy minden vérost csupan
egyszer érint, és a megtett Osszes Ut a lehetd legrovidebb. Az egyes varosok kozti tdvolsdgok adottak.
3 Példaul kamatoskamat-szamitas.
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Alkalmazdsok kozgazdasagi teriileten

Ebben a pontban néhany tényleges, illetve lehetséges alkalmazast mutatunk be. Ezek a
példak szemléltet§ célt szolgilnak, és nem toreksziink sem a teljességre, sem pedig az
alkalmazésok valamilyen csoportositasara, klasszifikacidjara. Nézziink elGszor két klasszill
kus - &m nem kozgazdasagi — alkalmazast!

A szamitogéppel dolgozok régi nagy dlma, hogy képesek legyenek a szamitdgépet
nem kézzel, hanem hanggal irdnyitani, diktdlni tudjanak a szdmitégépnek, azaz a gép
felismerje a beszédet. A feladat tobb szempontb6l is nehéz. A beérkezd hang rengell
teg inform4ciot tartalmaz, ebbdl nem mindenre van sziikség a beszéd felismeréséhez.
Nehéz azonban elddnteni, hogy mit lehet ,levidgni” vagy ,elsimitani”. A betiket
egyenként felismerni lehetetlenség, de sokszor a szavakat is dsszemossuk az él6bel
szédben. Sok szénak mas az irdsa, mint a kiejtése. Minden ember egy kicsit mashol
gyan beszél, mas magassdgon, mas tempdoban, mas kiejtéssel. A nehézségeket még
hosszan sorolhatndnk. A megoldast tobbek kozott neurdlis halok alkalmazasaval kel
resik. A feladat egyébként kifejezetten ,neuralis hilonak val6”, hiszen analég fell
adat az emberi agy beszédfelismerésével. A neuronoknak azt a ,,leképzést” kell megll
taldlniuk, amely minden beérkezd beszédmintidra a megfelel§ irott szoveget adja. A
szamitastechnika jelenlegi alldsa szerint még nem megoldott a beszédfelismerés, de
részsikerek mar vannak. Ez azt jelenti, hogy hattérzajmentes kornyezetben, jol tal
golt, meghatdrozott - néhany szdz szavas - szdkincsbdl all6 beszédet képes felismerl
ni a szamitdégép, abban az esetben, ha a beszél6 megfelel6 ideig tanitotta a sajat
beszédstilusara a neurdlis hdlézatot. A fentihez kissé hasonld irott szovegfelismerést
azonban gyakorlatilag mar sikeriilt megoldani, és az ezt megvaldsitdé programok a
felhasznalok rendelkezésére allnak. (Részletes ismertetés taldlhatd: Institute of
Electrical an... [1989] és Holmes [1993]).

A genetikus algoritmus alkalmazasara szamtalan példa talalhaté. Ezek koziil egy kirall
gadott példa az automata sebességvaltd. A feladat az, hogy optimalis id6pontokban kapll
csoljunk egy-egy fokozattal el6re gyorsitaskor, azaz ugy valtsunk sebességet, hogy mondjuk
100 km/6rara a lehetd legrovidebb id6 alatt gyorsuljunk fel. Bar az optimalizdlandd
fliggvény formdja igen bonyolult - hiszen az adott fokozatok nyomatékgorbéi erdsen
fliggnek att6l, hogy mekkora sebességnél tortént a kapcsolds —, a genetikus algoritmus
szamara konnyen és gyorsan megoldhaté a probléma.

Nézziink néhiny alkalmazast kozgazdasagi teriiletrdl! Els6nek mindjart megismétell
hetjik a mar emlitett utazéligynok-problémat. A példafeladatban 50 vérost kell a lehetd
legrovidebb ttvonalon bejarni (lasd Pham-Karaboga [1998]). Ha a biztos optimumi
megoldast keressiik, akkor 49! (azaz tobb mint 6 X 10%) lehetSséget kellene végigszamoll
ni. Ez még a mai leggyorsabb szamitogépek szamara is tulsidgosan hosszd feladat. A
jelen esetben mind a genetikus algoritmus, mind a neurélis hal6 alkalmazhat6 a legrovill
debb ut megtaldlasahoz. Mindkét algoritmus nagyon rovid - és kozel azonos - id§ alatt
adott eredményt. A genetikus algoritmus 4ltal megtalalt legrovidebb 1t hossza 5,58, a
neuralis haléé 6,61 volt. Jelen esetben tehat a genetikus algoritmus jobb eredményt adott.
Nem lehetiink azonban biztosak abban, hogy a megtalalt 5,58 hosszisagu ut a legrovil
debb, csak azt tudjuk, hogy igen j6 - optimumhoz kozeli - megoldast kaptunk. Az egyes
algoritmusok maguk is ,tudjak”, hogy nem biztos, hogy optimdlis megoldashoz jutottak,
ezért a keresés, illetve a tanulds befejez6désének (ledlldsanak) kiilonbozd kritériumokat
adhatunk.

A feladat kicsit modositott valtozatat tobb, széllitidssal foglalkoz6 vallalat is alkalll
mazza. Egy olajtarsasdg szamara példaul fontos kérdés, hogy meghatarozott szamu
telephelyeir6l milyen médon juttatja el a benzint a kutak szdmara. Itt nem egyetlen



Evoliicios alkalmazdsok eldrejelzési modellekben — 1. 993

1. dbra
Térkép (50 varos)

1,0“0
9 * *
¢ *
.
081 o * ¢ PO
L P .
. * o g
0,6+ *
N TR R 4
1 *
0,40’ . .2 * o,
-
¢ o ¢
0.2+ Ao
. 0‘ .
. *
¢ s
0 - - - - {
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

,ugynokrdl” van sz4, hanem t6bbrdl, hiszen a tarsasdgnak tdbb olajszallité kamion all
a rendelkezésére. Ezek atlagos sebessége és tarolokapacitdsa is kiilonbozd lehet. A
feladat az, hogy a telephelyekrdl a lehetS legalacsonyabb koltséggel szallitsdk az {izeml
anyagot a kutakhoz. A problémat genetikus algoritmus segitségével oldottdk meg (14sd
Himanen [1998]).

A kovetkezd alkalmazast mobiltelefon-tarsasagoknal fejlesztették ki. A probléma
az, hogy a kommunikaciéhoz sziikséges radié ad6-vevs kozpontokat milyen strtn és
hova helyezzék el. Ha egy korzet nincs lefedve, akkor onnan nem lehet telefonalni,
ha pedig nincs elég stridn lefedve — megfelel§ kapacitassal —, akkor csicsidében nem
lehet telefondlni (tilterhelés). Lathatd, hogy a feladat kiilonosen bonyolult, hiszen
nemcsak a foldrajzi adottsdgokat kell figyelembe venni, hanem a lehetséges hasznal
lat mértékét is. A problémat tobbek kozott neurdlis haldzattal és genetikus algoritll
mussal kezelik.

Végiil nézziink néhany olyan példat, ahol a feladat kifejezetten a kozgazdasagi elGrell
jelzés! Ennek egyik nagy teriilete a statisztika. Rendszeresen alkalmaznak genetikus opl
timalizalast, példaul nemlinedris regresszids modellek alkalmazdsa sordn, illetve a becsl
léselméletben bonyolult loglikelyhood fuggvények esetében. Ilyenkor ugyanis a célfiiggll
vény nagyon bonyolult, és sok lokélis optimummal rendelkezik, igy a hagyomanyos
optimalizal6 algoritmusokat nem lehet hasznélni.

Konkrét alkalmazasokat elsGsorban szimuldciés modellekben lathatunk (példaul vilag
modellben). Ilyen modellekben a szimulacidt feketedoboz-fliggvénynek, a szimulacio egyes
paramétereit kiilsé - kiviilrdl szabalyozhat6 - valtozonak tételezziik fel (példaul: nyersd
anyagok kitermelésének mennyisége), mig mas valtozokat a szimuldcidé eredményvaltod
z6inak tekintiink (példaul: népességnovekedés, a bioszféra allapota stb.). A szimulacié
mindig egy adott paraméterbedllitds mellett ad valaszt (példaul: ha az Gserddk fakitermel
1ésének iitemét 20 szazalékkal csokkentjiik, akkor az atlagos GDP novekedés 0,5 szizall
Iékponttal csokken stb.). A szimul4cié optimalizdlasa esetén mi definidlhatjuk a kiils§
véaltozoinkat, azok lehetséges értékét, és mi donthetjiik el, hogy mely eredményvaltozok
milyen értékeit tartjuk kivanatosnak. (Példaul: milyen legyen az egyes nyersanyagok
kitermelésének a mértéke annak érdekében, hogy meghatirozott id§ alatt a GDP legalabb
1 szazalékponttal novekedjen és a kornyezet mindsége ne romoljon.) Szimulaciok opti-
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malizaldsa tipikusan a genetikus algoritmus szamara kitalalt feladat. Raadasul, a genetill
kus algoritmus képes tobb célfiiggvény esetén az efficiens megoldasok meghatirozasara
is (Benedek [19990b]).

Végezetiil nézzlink példat egy olyan elGrejelzési modellre, amelyet rendszerint banll
kok alkalmaznak! A feladat az, hogy a bank 4ltal izemeltetett ATM bankjegy-automal
tdkban optimdlis szinten legyen az adott bankjegyek mennyisége. Az optimalis itt azt
jelenti, hogy ne legyen nagyon sok, mert ennek napi kamata koltségként jelentkezik az
adott banknal, de ne is legyen nagyon kevés, mert a kifogyé automata erésen rontja az
adott bank imazsat. Tovabb4a, ha tdl gyakran kell feltdlteni az automatat, akkor a szall
litasi koltség lesz nagyon magas. Pénzvélté-automatdk esetében kiilondsen fontos és
nehezen megvalaszolhaté kérdés az, hogy az egyes valutafajtakb6l mekkora 0sszeg
legyen raktarozva. A feladatot neurdlis hil6 és genetikus algoritmus segitségével lehet
kezelni. A neuralis halézat segitségével, a mult tapasztalatai alapjan meg tudjuk hatall
rozni az adott bankjegy-automata varhat6 forgalmat (akar mint valészintségi valtozat).
Ezutan a genetikus algoritmus segitségével meghatirozzuk az optimalis felt6ltési strall
tégidt. Az optimalitds itt megint tobb szempontot érinthet, ugyanis nem biztos, hogy a
legalacsonyabb iizemeltetést kell valasztani akkor, ha a véletlen hatdsok miatt ez nall
gyon kockazatos (gyakori kifogyas).

Az alkalmazisok sorat sokdig folytathatnank, célunk azonban most csupan annyi volt,
hogy az Olvasé megismerkedjen egy-két konkrét példaval. Igy remélhetSleg a kovetkezd
fejezetben az algoritmusok tanulmanyozésa is konnyebb lesz.

Sziikséges feltételek az evolicios elméletek alkalmazdsdhoz

Ebben a pontban kifejezetten az elrejelzési modellekben torténd evoliciés alkalmazasok
sziikséges feltételeit vizsgaljuk. Ezeket a feltételeket sokkal lazabban kell értentink, mint
mas matematikai modellek sziikséges feltételeit, mivel sokszor elképzelhet§ az evolicids
algoritmusok alkalmazdsa abban az esetben is, ha az alabbi feltételek nem mindegyike
adott. Jelen pontban inkabb azokat a jelenségeket soroljuk fel, amelyek esetén az evoldl
cios eljarasok sikeresek lehetnek. Ezeket neveztiik feltételeknek.

Analogia. Elényos, ha az adott probléméhoz, amelyet evolicids eljarasokkal kivanunk
megoldani, taldlhaté valamilyen analég evoliciés példa, illetve a szereplSk cselekvése
ezen elmélet segitségével magyarazhatd. Ilyen lehet a mintafelismerés, a fejlédés, a tanull
las. A legtdbb kozgazdasagi eldrejelzési alkalmazasban ez a feltétel adott.

Komplexitds. A megoldand6 feladatnak elegendden bonyolultnak kell lenni ahhoz,
hogy érdemes legyen evolicids eljarasokat alkalmazni. Nagyon sok mas médszer ismert,
és mint megallapitottuk, az evolicids algoritmusok nem vezetnek mindig a legjobb megll
oldashoz, sokszor csak elég johoz. Egyszertibb feladatok esetén érdemesebb matematikai
és statisztikai modszereket vagy teljes leszamlalast alkalmazni.

Adat. Az evolucids eljarasok legsikeresebben akkor alkalmazhaték, ha mar ,elvel
sziink az adatok kozoétt”, azaz roppant nagy mennyiségd és nehezen atlathaté adat
birtokdban kell valamilyen dontési modellt meghataroznunk. Természetesen az adatll
halmaznak relevansnak, tobbé-kevésbé teljesnek és hibamentesnek kell lennie az adott
feladatra nézve. Ha nincs Osszefliggés, azt az evoliciés eljardsok altaldban szintén
meg tudjdk allapitani, viszont ha hibds és/vagy hidnyos adatbazissal dolgozunk, akl
kor az algoritmusok kdnnyen félrevezet§dhetnek, és hibds kovetkeztetéseket allapitl
hatnak meg.

Kiilsd informdcio. Az evoluciés eljarasokat nem szabad olyan esetekben alkalmazni,
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amikor egyéb informaciok lehet6vé teszik az egyszeribb mddszerek alkalmazasat. [Péll
daul ha ismert - vagy feltételezziik, hogy ismert — a modellforma, és csak annak paramél
tereit akarjuk becsiilni, vagy ha a célfiiggvényrdl tudjuk, hogy egyetlen lokalis (= globall
lis) optimélis pontja 1étezik.] Az evolicids eljarasokkal akkor érdemes prdobalkozni, ha
nem tudunk, vagy nem akarunk hipotéziseket megfogalmazni az adott problémara vonatll
kozdan. Tovabba az evoliciés algoritmusok eredményeit mint automatikusan - a szamil
togép altal - megfogalmazott hipotéziseket kell kezelni, s ezeket tovabbi statisztikail
matematikai modszerekkel érdemes ellendrizni.

Az algoritmusok miikodése
A genetikus algoritmus

A genetikus algoritmust 1975-ben fedezte fel J. H. Holland (Holland [1975]). Azéta az
algoritmus rengeteg tovabbfejlesztést, modositast megélt, és kiilonbozd valtozatait alkalll
mazzak. Mi az alapalgoritmust Pham-Karaboga [1998] kotet alapjan ismertetjiik.

A genetikus algoritmus hatterében az ugynevezett sémaelmélet huzodik. A séma az
egyes egyedek valamilyen halmazat reprezentalja, azaz a populaci6é valamely részhall
mazat jelenti. Séma lehet példaul a négyjegyd szdmok halmazan a 4*2* reprezentacio,
ahol a * helyére tetszGleges értékek keriilhetnek. Egy sémat két paraméter hatiroz
meg: a hossza és a rendje. A hosszisag az elsé és utolsé fix szamjegy kozott talalhatd
szamjegyek szamét, a rend pedig a meghatirozott értékd szamjegyek sorszdmat jelenti.
Az elmélet alapjan tehét az egyes sémak eloszlasa egyik generdciérol a mésikra mindig
hogy meghatirozza azt a sémat (génkombinacidt), amely az adott probléma szempontl
jabdl optimalis.

A genetikus algoritmusok gyakorlatilag semmit sem tudnak (semmit sem hasznalnak
ki) az optimumproblémaval kapcsolatosan, és nem foglalkoznak kozvetlenil a paramétell
rekkel. Ehelyett kédokkal dolgoznak, amelyek az egyes paramétereket reprezentaljak.
Ezért az elsd kérdés az, hogyan kdédoljuk a problémat, hogyan abrazoljuk a paraméterel
ket. Mivel a genetikus algoritmus a lehetséges megoldasok populdcidjaval foglalkozik,
és nem egy darab lehetséges megoldassal, ezért a mdsodik kérdés az, hogyan hatirozzuk
meg a kezdeti populdci6é egyedeit. A harmadik kérdés az, hogy a tovabbi genericidk
meghatarozdsahoz (fejlédés) melyek a megfelel§ genetikus muveletek (6roklédés). A
negyedik kérdés a visszacsatolds kérdése, azaz a célfiiggvény alapjan meg kell hatdrozni
az egyedek tulélési val6szindségét. Végiil az algoritmusnak valamilyen kritériumot kell
szabni a keresés befejezésére.

Reprezentdcio. Tegyik fel, hogy az f(x) fiiggvény maximumat szeretnénk meghatarozl
ni. Ebben az esetben a populaci6 egyedeit x kiilonbozd értékei képviselik. Kérdés, hogy
a szamitogép szdmara milyen formaban adjuk meg ezt az értéket. A reprezenticié formal
jatol fiiggden ugyanis igen kiilonbozd lehet a genetikus algoritmus eredménye, azaz ugyanl
annak a problémanak mas-mas reprezentacidja kiilonbdzd pontossagot és futdsi idSt add
hat. A numerikus optimalizalas esetében altaldban két reprezenticiés mddszert szoktak
alkalmazni (Michalewicz [1992], Davis [1991]). A gyakrabban alkalmazott médszer a
bindris kodolds, azaz az x véltozot kettes szamrendszerben dbrazoljuk. Ennek az elénye,
hogy ilyenkor a legnagyobb a lehetséges sémdknak a szdma. A szakirodalomban nagyl
szamu kiilonbozd bindris kddolasi modszer lelhetS fel (példaul: Uniform coding; Gray
scale coding). A masik lehetséges mddszer egyszerden egész vagy valds vektorként ke-
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zeli x-et.* Bindris kodolas esetén fontos feladat annak meghatirozasa, hogy hany bitet
hasznéljunk az optimalizaland6 véltozd(k) abrazolasara.

Kezdeti populdcio. Az optimalizdlds megkezdése elStt a genetikus algoritmusnak
sziiksége van néhiny kezdeti megoldasra. Az egyik lehetséges modszer, hogy a szall
mitogép véletlenszam-generatora segitségével elGallitjuk x néhany értékét, s ezek
képviselik az els§ generdcié egyedeit. A masik lehetséges modszer, hogy kiils6 in
formaciot (is) felhaszndlva, az optimdlis megoldds kornyékérdl inditjuk az algoritl
must. Ebben az esetben nyilvanvaléan valamilyen el6zetes tuddsunk van a problémal
rél, s ezt kihaszndlva varhatéan az els§ esetnél rovidebb id§ alatt jutunk optimadlis
megolddshoz.?

Genetikus miiveletek. Harom hagyomanyos mivelet haszndlatos: szelekcio, keresztezés
és mutdcio, valamint egy tovabbi - ritkdbban alkalmazott - az invertdlds. A genetikus
optimalizilds soran e mtveleteknek szamtalan fajtajat és paraméterezését alkalmazhatll
juk, tovabba nem is sziikséges e miveletek mindegyikét haszndlnunk, mivel minden
egyes mivelet egymastol fliggetleniil mikodik. Az alkalmazott genetikus miveletek
mennyisége és mindsége az adott probléma, illetve a reprezentacio fiiggvénye. A mivel
leteket binaris kddolast feltételezve mutatjuk be (részletesen lasd Whitely-Hanson [1989],
Baker [1985]).

Szelekcio. A szelekcidnak az a célja, hogy tobb olyan egyedet gyartson, amelynek a
tulélési esélye magasabb, és kevesebb olyat, amelynek a tilélési esélye alacsonyabb. A
szelekcid 1ényegesen befolydsolja, hogy milyen rovid id6 alatt kezd az algoritmus az
optimalis megoldashoz konvergilni. Altaliban két médszert alkalmaznak: az ardnyos
(proportional) - mas néven ,rulettkerék” (roulette wheel) — és a rangsorolt (ranked)
szelekciot. Az elébbi modszert ugy képzeljik el, hogy adott egy Oridsi rulettkerék, ahol
minden egyed aranyosan annyiszor szerepel, amekkora a tilélési esélye. Annyiszor porll
getjiik, ahdny egyedet a kovetkezd generdcidba szanunk, igy a nagyobb tilélési esélyd
egyedek nagyobb valdszintiséggel - tobbszor - keriilnek a kovetkezd generacioba. Rangll
sorolt szelekcid esetén egy kordbbi generaciobdl egy egyednek legfeljebb egy replikacidja
kertilhet a kovetkez$ generacidba. Ekkor minden egyedhez egy véletlen szamot generall
lunk Ggy, hogy annak varhat6 értéke anndl magasabb legyen, minél magasabb az egyed
tulélési esélye. Végiil e szam alapjan rangsoroljuk az egyedeket, és kivalasztjuk az elsé n
darabot a kovetkez$ generdcié szamaéra.

Keresztezés. Ez az a mivelet, amely alapjaban megkiilonbozteti a genetikus algoritd
must mas optimalizalé médszerektSl. A keresztezés sordn két 1étezd egyed (sziilok) két j
egyedet (gyerekek) hoz 1étre. A sziilGket szelekcidval hatdrozzuk meg. A keresztezésnek
j6 néhany kiilonbodzd fajtajat alkalmazzak [példaul: egy ponton torténé (one-point), két

4 Egy rovid példaval szemléltetjiik a két reprezenticiés mddszert. Tegyiik fel, hogy a lehetséges megoldall
sok egész szdmok, és az optimdlis megoldds valahol x = 16 koriil taldlhat6. Bindrisan kédolva 16 = [0 1 O
0 0 0], viszont 15 = [0 0 1 1 1 1]. Ha az utdbbi irdnybdl ,kozelit” az algoritmus, akkor esetleg olyan
eredményt ad, hogy a [0 0 1 1 * *] séma helyes. Ezzel szemben ha egyszerid egész szamként kezeljiik, akkor
az 1* (azaz tizenvalamennyi) séma a helyes irdny.

5 Altaldban az elsé modszert alkalmazzdk vagy a két modszert kombindljdk. Tegyiik fel példaul, hogy
az f(x, y) fiiggvényt szeretnénk maximalizdlni, azzal a feltétellel, hogy x = y. A genetikus algoritmust, ha
mint feketedoboz-szimulaciét alkalmazzuk, akkor a feltételekkel nem tud kiilon mit kezdeni, és ezért azt
az optimalizaland6 fiiggvénybe kell beépiteni, példaul: g(x, y) = flx, y) - a(x - y)?, ahol a egy megfeleldl
en nagy, pozitiv szdm. Véletlen inditas esetén igen kicsi a valdszinisége annak, hogy egymas utin két
azonos szamot generdlunk, igy nagyon sokdig eltarthat, amig az algoritmus egy egyéltaldn lehetséges
megoldasra rataldl, majd ezek utdn vagy azonnal ledll, vagy djfent sokdig tart, amig arra a sémdra ,rall
jon”, ami x = y-t jelenti. Ha eleve olyan - akar véletleniil meghatirozott - pontokbdl inditjuk az algoritO
must, ahol x = y, akkor hamarabb jutunk megolddshoz. E példét csupan szemléltetésiil emlitjiikk, nyilvanQ
vald, hogy sokkal egyszertibb megoldds az, ha a korldtozott probléma helyett a szdmitégép a nem korlal
tozott f(x, x) problémat oldja meg.
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ponton torténé (two-point), ciklikus (cycle) és egyenletes (uniform) keresztezés]. A kel
resztezés toréspontjait kiilon heurisztika szabalyozza, igy a keresztezés soran egyre kol
zelebb keriiliink az idedlis sémahoz. A 2. a)-d) 4dbran az emlitett négy keresztezésre
mutatunk példat.

2. a) dbra
Egy ponton keresztezés

.sziilg: [10001001111]
.sziilg: [01101100011]
.gyerek: [10001100011]
.gyerek: [01101001111]

N ==

2. b) dbra
Két ponton keresztezés

.szils: [10001001111]
.szils: [01101100011]
.gyerek: [10001101111]
.gyerek: [01101000011]

[ NSRS R

2. ¢) dbra
Ciklikus keresztezés

.szilg: [10001001111]
.szillg: [01101100011]
.gyerek: [11001100111]
.gyerek: 00101001011

NS R NS R

2. d) dbra
Egyenletes keresztezés
l.szils: [10001001111]
2.szil6: [01101100011]
Minta: [11001111000]
1. gyerek: [01001100111]
2.gyerek: [10101001011]

Mutdcio. A mutacié soran az egyedeket bitr6l bitre megvizsgélja az algoritmus, és
véletlenszertien megvaltoztathatja. A muticié heurisztikdja azt jelenti, hogy az egyes
bitek milyen eséllyel valtozzanak meg (mutdcios rdta), és csakiigy, mint a keresztezésl
nél, ez az érték dinamikusan véltozhat annak érdekében, hogy az ideélis séma kialakull
jon. Szemben a keresztezéssel, a muticidhoz elegendS egy sziil§, és az eredmény egy
gyerek, ahol a sziil§ kivéalasztdsa ismét a szelekciora van bizva. A muticid segitségével
az algoritmus Uj teriileteket fedez fel, ami azért hasznos, mert elvezeti az algoritmust a
lokalis optimalis pontokbdl a globalis optimum felé (3. dbra).
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3. dbra
Mutacio

Sziilg: [01001100111]
Gyerek: [01001000111]

Invertdlds: A mivelet sordn a szilGegyed megfelel§ heurisztikaval kivéalasztott bitjei
felcserélddnek, azaz 0-rdl 1-re, 1-r6l O-ra valtoznak. Gyakorlatilag a mutaci6 is felfogll
hat6 egy egybites invertalds miveletnek (4. dbra).

4. dbra
Invertalas

Sziilg: [01001100111]
Gyerek: [01000011111]

Tobbszor is hangsilyoztuk, hogy az egyes miiveleteknek kiilonb6z6 paraméter-beallill
tasai 1éteznek. Ilyen paraméterek: a populdcio mérete, a keresztezési rdta, illetve a mutdll
cids rdta. Szamtalan publikicié foglalkozik e paramétereknek a genetikus algoritmus
sebességére és pontossagara val6 hatasanak vizsgalataval (Schaffer és szerzotdarsai [1989],
Grefenstette [1986], Fogarty [1989]). Természetesen maga az optimumprobléma képvill
seli a legjelentGsebb hatast a genetikus algoritmus szdmara, és két kiilonbozd probléma
esetén ugyanaz a bedllitas egészen kiilonbdzé eredményeket produkalhat. Ennek ellenére
megfogalmazhaté néhany altalanos megéallapitds. Nagy populdcié (mintaméret) esetén a
szamitas lassabb lesz, azonban mivel az egyedek jobban lefedik a lehetséges megoldasok
halmazat, ezért nagyobb a valdszinisége annak, hogy globdlis optimumot kapjunk. A
keresztezési rata (crossover rate) meghatdrozza, hogy milyen gyakran torténjenek a kel
resztezések. Tul alacsony rata esetén nagyon lassiva véalhat a konvergencia, mig til
magas rata esetén elképzelhetd, hogy egyetlen megoldas koriil ugrdlunk. Végiil a tilsall
gosan magas muticiés rata erdteljesen kiilonbozévé teszi a populdciot minden egyes
Iépésben, ezaltal instabilitadst okozhat. Masik oldalrdl a globalis optimum megtalalasa
nagyon nehéz olyan esetben, ha a muticiés rata tdl alacsony.

A genetikus algoritmusokat az teszi nehézzé, hogy ezen paraméterek megadasara nincs
»helyes” eljaras. Néhany problémafajtarél be lehet bizonyitani, hogy adott paraméter-bealll
litds esetén milyen gyorsan konvergal, illetve mekkora valdszintiséggel taldlja meg az optil
malis megoldast, sok esetben azonban ismeretlen (fekete doboz) a célfiiggvény. Ebben az
esetben gépiink kapacitdsatdl fiiggden kiilonboz6 paraméter-bedllitdsokkal kell probalkoz
nunk. Mikor végiil elfogadjuk a genetikus algoritmus altal optimélisnak vélt megoldast,
tisztaban kell lenniink azzal, hogy nem 100 szdzalékig biztos, hogy a valddi optimumban
vagyunk. Azt azonban allithatjuk, hogy az adott koriilményekhez képest (vagyis, hogy
semmit sem tudunk a problémardl), adott id§ alatt (szamitasidG-kapacitas) a lehetd legjobb
eredményt kaptuk. Abban az esetben, ha mindenképpen meg akarunk gy&zS&dni az ered
mény helyességérél, vagy eldzetes informacionk van a célfiiggvény tulajdonsagair6l, mas
modszerekkel érdemes kombindlni a genetikus algoritmust (példaul: simulated annealing).

Tulélési valosziniiségek. A tulélési valdszindségek meghatirozasara is igen sokféle
modszert lehet alkalmazni. Abban az esetben, ha a feladatban a célfiiggvény mellett mas
feltételek is szerepelnek, akkor a feltételeket a célfiiggvénybe kell integralni (lasd az 5.
labjegyzetet). Nyilvanval6, hogy maximumfeladat esetén, minél magasabb az adott egyed-
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nek megfelelS pontban a fiiggvény értéke, anndl magasabb az adott egyed tulélési esélye;
minimumfeladat esetén pedig forditva. A kérdés az, hogy mennyivel. Tegyiik fel, hogy
4 egyed tulélési valoszintiségét szeretnénk megadni. Legyen a fiiggvényértékiik rendre 1,
2, 3 és 4, tovabba legyen a feladat maximum probléma. Az egyik legegyszerdbb szamill
tasi lehetGség a diszkrét korldr allitdsa. Legyen ennek a diszkrét korldtnak az értéke
mondjuk 2,5, és a korlat alatti egyedek tlélési valdszintdsége 0, a korlat felettieké 1. Igy
az 1. és a 2. egyed tilélési valdszintsége 0, a 3. és a 4. egyedé pedig 1. Folytassuk e
példat a mar ismertetett szelekcidval! Tegyiik fel, hogy harom egyedet kell kivalasztani.
Rulettmddszer esetén a rulettkeréken 1 darab 3-as és 1 darab 4-es szerepel. Haromszor
forgatunk, igy atlagosan a kdvetkezd mintdba 1,5 darab 3-as és 1,5 darab 4-es keriil.
Elképzelhetd az is, hogy adott esetben 3 darab 3-as keriil be, viszont 1-es és 2-es soha.
Rangsorolés esetén minden egyedhez rendelniink kell egy véletlen szdmot. Legyen ez a
véletlen szam a [0; rilélési valosziniiség] intervallumon egyenletes eloszlast. Adott esetl
ben példaul rendre a kovetkezd értékeket kaphatjuk: 0, 0, 0,89, 0,41. A rangsor pedig
emiatt a kovetkezG: 3, 4, 1, 2. Harom egyedet kivalasztva megéallapithatjuk, hogy jelen
esetben a rangsorolé médszer barmilyen véletlen szdmokat is generdlunk, mindig a 3, 4
és 1 egyedeket valasztja ki.

Nézziink még egy modszert a tilélési valdszinldség meghatarozasara, az egyenletes
eloszlast! Ebben az esetben a fliggvényértékkel aranyos tulélési valdszintiségeket genell
ralunk az egyedek szamara, azaz a tulélési valdszindségek rendre a kovetkezdk: 0,1,
0,2, 0,3, 0,4. Bar kiilonboz8 alkalmazdsokban més-més eljardsokat alkalmazhatnak,
felhasznalhatjdk kordbbi generdcidk Ossztulélési valoszindségeit, mas eloszlasokbol
vehetnek véletlen szdmokat stb., a leggyakrabban alkalmazott médszer mégis az emlil
tett két eljaras.

Ledlldsi kritérium. Az algoritmusnak elvileg akkor kellene megéllni, amikor elérte
a globalis optimumot, gyakorlatilag azonban mas helyen is megallhat. Megallhat a
globalis optimum kornyékén, megallhat lokélis optimumban, annak a kornyékén vagy
akar szuboptimdlis pontban. A szamit6gép csak ,sejteni” tudja, hogy hol tart éppen,
azt vizsgédlva, hogy az Gjonnan generalt egyedek milyen kozel vannak az el6z6khoz,
és milyen nagy az eltérés a fliggvényértékekben. Ezt nevezziikk konvergenciall
kritériumnak. Amennyiben az algoritmust ez szabdlyozza, nagyon valdszint, hogy
legalabb lokalis optimumot kapunk, tovabba minél kevésbé érzékeny a konvergencial
kritérium, annél valdszintibb, hogy a globalisan optimélis pont(ok)hoz kozel lesziink.
Ez azonban megnoveli a szdmitasi id6t. Annak érdekében, hogy ne lokélis, hanem
globdlis optimumban alljunk meg, egyrészt elegendden nagy szdmu populacidval kell
dolgoznunk, masrészt nem szabad siirgetniink a konvergenciat. A szakirodalom kol
rai konvergencidnak, illetve genetikus elsodroddsnak nevezi azt a jelenséget, amikor
a globalis megoldas helyett az algoritmus lokalis optimumban all le. Mas leallasi
kritériumok is elképzelhetSk és hasznélatosak; példaul meghatarozott futdsi idé vagy
meghatarozott ciklusidd (meghatarozott generaciészam). E két ut6bbi esetben elvileg
még a lokdlis optimum sem biztositott, illetve elképzelhetd, hogy a tdl hosszira val
lasztott futdsi id6 miatt az algoritmus mar nem mozdul a kialakult stabil allapotbdl
egy id6 utdn. Legtdobbszor a konvergenciakritériumot kombinaljak ez utébbi két kril
tériummal.

Az 5. a)-d) dbrdn vonallal a teljes leszdmléalas eredményét, ponttal a genetikus algoritll
kozatosan eltolddik a lokdlis optimum felé, és nem a globdlis optimumban 4ll le.

E tanulmany - a Kozgazdasagi Szemle 2001. januéri szdmiban megjelend — masodik
részének Filiggelékében egy rovid feladatot mutatunk be annak illusztralasira, amikor a
konvergencia sebessége és minGsége kiszamithato.
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5. dbra
Genetikus elsodrodas

a) 1. generacio b) 2. generacio

f(x) f(x)
12 12
10 10
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
f(x) ¢) 3. generacio f(x) d) 4. generaci6
12 12
10 10
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

A neurdlis hdlo®

Neurdlis haléval tobb kiilonbozd feladatot is meg lehet oldani. Alkalmazhat6 0sszefiiggél
sek feltdrasara, optimalizalasra, szegmentaldsra és egyéb feladatokra. Ebben a pontban —
Fu [1994] alapjan - az els6 alkalmazasnak megfelel6 modellt részletesen bemutatjuk,
tovabbi két lehetdséget pedig roviden a kovetkezS pontban ismertetiink.

A neurdlis halé két objektumbdl all: csomdpontokbol (neuronok) és az Sket 0sszekotd
élekbdl (szinapszis). A bejovd informacié (inger, impulzus) egy-egy neuronba érkezik.
Amennyiben az adott inger egy kiiszobértéket meghalad, a neuron tovabbkiild egy jelet abba
a neuronba, amellyel Osszekottetésben van. Egy ilyen kovetkezd neuronba tobb neuron is
kiildhet impulzust. Ha ezek 0sszessége meghaladja e neuron ingerkiiszobét, akkor ez a neull
ron is tovabbkiild egy impulzust a kdvetkez6 neuronba stb. Végiil az impulzus eljut néhiny
végsd neuronba, s attdl fiiggden, hogy melyikbe jutott el, igy kotliink valamilyen véalaszreakll
ciot az adott inputhoz. Tanulds sordn az intenziven hasznalt szinapszisok megerGsodnek, a
keveset hasznaltak pedig megsziinnek. Az emberi agy tanuldsanak ezt a mechanizmusat utall
nozza le a szamitogépes modell. Egyes elemeket azonban meg kellett valtoztatni, ugyanis
még a leggyorsabb szamitégépek sem képesek néhany szaz neuronndl nagyobb hél6zatot
modellezni - szemben az aggyal, amelyben millidrdnyi neuron mikodik. Az elsd véltoztatas,
hogy az egyes neuronok tobb mdas neuronnak is adhatnak impulzust, akar visszafelé is. A
masodik valtoztatds, hogy minden szinapszisnak meghatirozott az impulzusatadasi hatasfoka,
azaz meghatarozott erdvel (sulyozdssal) tovabbitja az informéacidt. A harmadik valtoztatés az,
hogy az ingereket fogadé neuronokat kiilonbdzd mértéki (intenzitdst) ingerek érhetik, tovabl
b4 az ingerek tovabbitdsdra nem egy egyszerd kiiszobérték-meghaladasi kritérium 1étezik,
hanem bonyolult fiiggvények segitenek meghatirozni a kimend impulzus mértékét. Kivétel
altalaban a beérkez ingereket fogad6 neuron, ahonnan is az inger ,egy az egyben” tovabbill

°E pont bévebb kifejtését 1asd Kocsis-Szabo [2000] - a szerz$ altal irt - Fiiggelékében.
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todik. Végezetiil, a tanulds mechanizmusat matematikai-statisztikai médszerek szabalyozzak,
amelyek koziil a legismertebb és leginkabb hasznélatos médszer a backpropagation eljaras.

A 6. dbra egy egyszerd inger beérkezését és haladasat mutatja, ahol az egyes X jelek
tovabbi neuronokat jelentenek:

6. dbra
A beérkez$ inger haladésa

z z

(=
Inger
neuron neuron
z z

Tegyiik fel, hogy nincsenek tovabbi () neuronok, és az elsé és masodik neuront dsszel
kotd szinapszis ereje (silya) 1, a masodik és harmadik neuront 6sszekotGé pedig 2. Tegyilik
fel azt is, hogy egy inger akkor tovabbitddik az egyes neuronokbodl, ha az intenzitdsa
meghaladja a 2-t. Ha az inputneuront érd inger intenzitdsa példaul 1 (és nem vonatkozik ra
az ingerkiiszob), akkor a méasodik neuronba érkezé jel: 1 X1=1. Mivel azonban ez az érték
nem éri el az ingerkiiszobot, ezért az innen tovabbhaladd jel értéke O lesz. Az outputneuronba
a2x0 = 0 érték keriil. Ha azonban az els§ inger intenzitasa 3, akkor a masodik neuronba
1x3 = 3 érték kertil. Ez meghaladja az ingerkiiszobot, ezért tovabbitodik, s végiil az
utolsé neuronba a 2 X3 = 6 érték jut el. A leggyakrabban hasznalt ingerkiiszobfiiggvény a
szigmoidfiiggvény, de egyéb formakat is alkalmaznak (7. a)-f) dbra).

Az édbrakon jol 1athatd, hogy az egyes neuronok ingertovabbitdsdnak intenzitisa O és 1
kozott van [kivéve az f) abrat]. A legtobb neurdlis halozati alkalmazasban ezt hasznaljak,
s6t az input- és az outputvaltozokat is legtobbszor a [0; 1] intervallumba transzformaljak.
Ugyanakkor a neuronokba érkezd Osszes intenzitds [—oo; +eoo] kozott értelmezett, ugyanis
egyrészt tobb neuronbdl is érkezhet impulzus egy neuronba, tovabba a silyok tetszdlegesen
megvaltoztathatjdk az egyes neuronokbodl tdvoz6 impulzus szintjét. Egy neuronba tehat ha
n darab neuronbdl p, silyokon keresztil x, értékek érkeznek (ahol i = 1, 2, ..., n), akkor a
kimeneti érték, szigmoidfiiggvény alkalmazasa esetén:

Meg kell jegyezniink, hogy a stlyozott inputértékeket nem feltétleniil 6sszeadjak (azaz
I = Zpx). Elképzelhet6k mas Osszegz6 fliggvények is, példdul szorzat (I = Ilpx),
kumulativ 6sszegzés d; =1, + Zpx), minimum-, maximum- stb. fliggvények.

A hdlozat felépitése. A neuralis haldézat mikodését egy egyszerdsitett karakterfelismel
r6 modell segitségével mutatjuk be. Tegyiik fel, hogy van egy 8 X 8-as négyzetiink, amelybe
kiilonbdzd szdmokat rajzolunk, 0-t6l 9-ig. A 64 kis négyzet koziil fekete lesz az altalunk
érintett, és fehér marad az altalunk nem érintett négyzet. Miutdn kézzel rajzolunk, ezért
egy-egy szam tObbszor lerajzolva kicsit kiilonb6zd alakokat olthet, a szamitogéptdl vil
szont nem varjuk, hogy az Osszes lehetséges alakzathoz rendeljen valamilyen szdmot.

A feladat az, hogy néhdny mintdt megmutatunk a szamit6gépnek, miutdn 6 megtanulja
felismerni az egyes szdmjegyeket, hogy kés6bb olyan mintdkat is felismerjen, melyeket
kordabban nem mutattunk meg neki. Ezek utdn barki is rajzol Gjabb szdmjegyeket, a
neurdlis halézat megmondja mit rajzolt. A hilézatnak természetesen csak annyi informal
ciét adunk at, hogy egy-egy kis négyzet egy adott szdm berajzolasa utan fekete lett, vagy
fehér maradt. Tegyiik fel, hogy fekete esetben az adott négyzetnek 1 értéket, fehér esetl
ben O értéket adunk. Ezutdn azt szeretnénk, hogy a halézat megmondja, hogy a berajzolt
szamjegy 0, 1, ... vagy 9-es szamjegy. Most, az emberi agyban 1évé neuronhalézathoz
hasonléan felrajzoljuk a ,,sajat” hal6zatunkat.
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7. dabra
Ingerkiiszobfiiggvények

Szi id fiigavé e
Output a) Szigmoid fiiggvény Output b) Linedris fliggvény
1,2 1,2
1,0 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6
0,4 0,4
0,2 0,2
0 Input 0 Input
-5 -3 -1 1 3 5 -5 -3 -1 1 3 5
c) Lépcsds fiiggvén d) Gauss-figgvén;
Output ) Lép geveny Output ) seveny
1,2 1,2
1,0 e — 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6
0,4 0,4
0,2 0,2
0 Input O Input
5 3 1 3 soPi TS 3T 1 3 5 Y
e) Szinusz fiiggvény ) Tangens-hiperbdlikusz fiiggvény
Output Output
2
08
0.8 0.6
o
g
0,2 0:1
0

0
7 5 3 1 1 3 5 ghput VST 1 3 5 goput

8. dbra
Az 1-es néhany elképzelhetd rajza

A 9. dbran jol 1athatéan harom oszlopot kiilonitettiink el. Minden oszlopban neuronok
talalhatok, de az egyes neuronoknak mas-mads a szerepe. Emiatt a szerepkiilonbség miatt
szokas Gket elkiiloniteni, kiilon oszlopba (vagy sorba) foglalni, és valamilyen gydjt6
megnevezéssel ellatni. Ez az elnevezés a réteg, azaz a réteg nem mds, mint néhany
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9. dbra
A neurdlis halo felépitése

neuronbdl all6 halmaz. Harom réteget szokds megkiilonbdztetni: a bemeneti réteget, a
koztes réteget és a kimeneti réteget. A bemeneti réteg neuronjaiba érkezik az informacio,
a koztes réteg neuronjai dolgozzak fel azt, és a kimeneti réteg neuronjai adjdk meg a
lehetséges véalaszokat.

Az els6 oszlop a bemeneti réteg (input layer). Az, hogy hany neuron keriil a bemeneti
rétegbe, az mindig a magyardzé (bemeneti) valtozok szamatol és minGségétsl fiigg.”
Jelen esetben 64 darab olyan véltozénk van, melynek az értéke O vagy 1 lehet, attdl
fiiggden, hogy az adott kis négyzet fehér vagy fekete. A kdzépsd oszlop a koztes vagy
rejtett réteg (hidden layer).® Ilyen oszlopbdl tobb is lehet, ez noveli a hal6zat bonyolultd
sagat, és ez 4ltal a tanuldsi kapacitast is. A k6zéps6 rétegben taldlhaté neuronok szamal
nak meghatarozasara tobb modszer is van. Legegyszeriibb az az eset, amikor a magyaral
z6 és magyardzott valtozok szamanak és mindségének fiiggvényében hatdrozzuk meg az
itt szerepld neuronok szamat. Elképzelhetd azonban az is, hogy a hél6zat a tanuldsi
folyamat sordn ,,jon ra arra”, hogy az altala szerepeltetett neuronok szdma még nem
elegendd, azaz a tanul6 adatbazis komplexitdsa is befolydsolhatja a koztes réteg(ek) nagyl
sagat. Az utolso oszlop a kimeneti réteg (output layer).’ Szama a magyarazott (kimeneti)
valtozok (tobb is lehet!) szamatol és mindségétdl fiigg. Jelen esetben 10 kiilonb6z6 kimel
neti neuronunk van.

A hdlozatr miikodése. Tegyiik fel, hogy a hdlézat mar mindent megtanult. Ebben az
esetben a silyok valamilyen optimalis értékre vannak beéllitva, és a tovabbiak soran ezek

7 A bemeneti réteg felépitése mindig nagyon egyszerd. Legalabb annyi neuron kell bele, ahany kiilonbozs
magyarazévaltozonk van. Ha a hdmérsékletet akarjuk inputként hasznalni, akkor egy neuron elég. A neull
ronba mindig az az érték keriil, ahdny fok az adott megfigyelés esetében volt. Ha a véltozénk az, hogy
MELEG volt-e vagy HIDEG, akkor is elég egy neuron: 0 lesz benne, ha MELEG volt, 1, ha HIDEG. Ha az
egyik valtozo tobb lehetséges diszkrét érteket vehet fel: példaul ESO/HO/JEG/SZARAZ, akkor itt mar 4
neuront kell haszndlni. Ha pedig a valtozéban egész értékek lehetnek, példdul hiny szaraz nap volt: 0, 1, ...,
365, akkor lehet vélasztani, hogy egy darab neuron reprezentdlja a véltozot, és a bele keriild értek az adott
szam legyen, vagy 365 neuron. Lathatd, hogy nemcsak attdl lesz bonyolult és nagyméretd az inputréteg,
hogy sok valtozénk van, hanem attdl is, hogy sok a lehetséges értékiik.

8 A koztes rétegbe keriil6 neuronok szdma nem egyértelmd. Nyilvan ha kevés van, akkor egyszerd és
gyors a tanulds, de nem biztos, hogy ra tud jonni minden osszefliggésre. Ha viszont sok a koztes rétegben
levé neuronok szdma, akkor a tanulds lassu lehet, és elképzelhet§ a tdltanulds veszélye is. Koztes rétegbdl
tobb is lehet. Ilyenkor ugyanigy kapcsolddik az eldtte 1évS és mogotte 1év6 neuronokkal, mint a 9. dbrdn
lathaté egyetlen koztes réteg: Példaul: INPUT-KOZTES1-KOZTES2-KOZTES3-OUTPUT.

° Az outputréteg neuronjainak szima megint egyszerden meghatdrozhatd, és a tanulomintatdl fiigg, ugyanl
tgy, mint az inputrétegnél. Ha példaul az a vélasz, hogy FEL KELL OLTOZNI RENDESEN/NEM KELL
NAGYON MELEGEN, akkor elég egy neuron (0, 1).
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az értékek nem valtoznak. Mi torténik ekkor, ha ,mutatunk” a halézatnak egy uj rajzot?
ElGszor a bemeneti neuronokat feltoltjiik a beirt szamnak megfelelGen nullakkal és egyell
sekkel. Ezutin az 6sszes bemend neuronbdl a megfelel§ sulyozéssal dtkeriilnek az értéll
kek a koztes neuronokba. Majd innen djabb sulyozas utdn a kimeneti neuronokba. Ezek
utan csak meg kell vizsgalni, melyik kimeneti neuron érte el a legmagasabb értéket, és
annak a neuronnak megfelel§ szamot rajzoltak be el6z6leg - legalabbis a halézat szerint.

A tanulds. A legérdekesebb kérdés természetesen az a folyamat, amikor a haldzat
sulyozésa kialakul. Ez a folyamat a tanulds. A tanuldshoz sziikséges egy tanulé-adatbal
zis, amelynek segitségével maga a tanulds megvaldsul. Jelen példankhoz egy ilyen tanull
16-adatbazis lehet a kovetkez: a megadott 8 X8-as kockdba valaki kézzel berajzol 20
darab 0-t, 20 darab 1-est stb. Minden rajzolds utin megmondja a szdmitégépnek, hogy
mit rajzolt. A szamitdgép elraktirozza ezt a tanul6-adatbidzist, amelynek formdja valami
hasonl6 lesz:

1. négyzet: O (lires)
2. négyzet: 0
3. négyzet: 1 (teli)

63. négyzet: 1
64. négyzet: 0
A berajzolt szdm: 5

Ez egy darab tanuldsi minta, igy a mi példankban 200 ilyen minta taldlhatd. Tegyiik
fel, hogy egyesével mutatjuk meg a mintdkat a neurdlis hdlézatnak. Kezdeti dllapotban a
sulyszamok véletlenszeriien vannak megadva. Ha most olvasnink be az adatokat, akkor
a halézat véletlenszerien adnd 0-9-ig a valaszokat. Tanuljuk meg most az els§ mintat!
Ehhez el6szor feltoltjiik az inputneuronokat, azaz a mintdnak megfelelen a 64 neuron 00
kat és 1-eseket kap. Az értékek a kezdeti stlyozassal eljutnak a koztes, majd végiil az
outputneuronokba, és valamilyen vélaszt fognak adni, példdul a szamitégép azt mondja,
hogy a kettes a képen l4athaté szam. A tanul6-adatbazisbdl azonban tudjuk, hogy a berajl
zolt szam valdjaban hanyas volt, azaz dsszehasonlitjuk az eredményt a helyes outputérll
tekkel. Tegytik fel, hogy kiilonbdzik, mondjuk a rajz valdjaban a nullat dbrazolta. Ekkor
meg kell véltoztatni a stilyozast, méghozza igy, hogy a neuralis halé is a nulla valaszrel
akciot adja ugyanarra a bemeneti képre. Ezutdn folytatodik a tanulds, veszi a kdvetkezd
mintat. Tegytik fel, hogy erre kijon, hogy nulla, pedig a beirt szdm az egyes volt. Ekkor
1jbol valtoztatni kell a silyokon, de most mér 6vatosan, hiszen nem szabad, hogy az
el6z6leg megtanult nullat elveszitsiik. A silyszamok ilyen médon torténd optimalis beall
litasat bonyolult derivalasi képletek hatarozzak meg. Ugyanaz a minta tobbszor is lefutll
hat a tanulds sordn annak érdekében, hogy a halézat altal végiil elfogadott sulyszamok
stabilak legyenek.

A tiltanulds veszélye. A tdltanulds az a jelenség, amikor a tanuldsi folyamat sordn nem
az altalanos problémat tanulja meg a halézat, hanem a megadott adatbazis sajatossagait.
Ennek kikiiszobolésére ketté kell valasztani az eredetileg meglévd adatbazist. Ez egyik
része a tanuld-adatbazis, mig a masik része a tesztadatbazis. A tanul6-adatbazison végezl
ziik el a tanitast, amelynek befejeztével olyan eredményhez jutunk példdul, hogy a megll
adott 100 esetbdl 95-6t eltalal a neurdlis modell. Ezutdn nem tanitjuk tovabb a héaldzatot,
hanem megnézziik, mit mond az eddig ismeretlen tesztadatbazisrél. Ha az ottani 100
esetbdl szintén csak néhanyat ront el, akkor megelégedhetiink, hiszen az 4ltaldnos 6sszell
fiiggésekre sikerilt a halézatnak ,,rdjonnie”. Ha azonban nagyon nagy a hibazasi arany,
akkor a halézat tiltanulta magat. Eppen ezért latjuk, hogy nagyon kell vigyazni az adat-
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bazisok szétvalasztasanal. Nyilvanval6, hogy abban az esetben, ha a tanulé adatbazisban
nem szerepel (vagy tilsdgosan alulreprezentalt) a 3-as, akkor a tesztadatbazisban ezt a
szamot gyakran rosszul fogja a halézat megtippelni.

Megjegyezziik, hogy a tanulds sordn lehetGség van arra, hogy a tanul6-adatbazist is
kettévagjuk. Az algoritmus ekkor az adatok egy részén csak tanul, masik részén csak
tesztel, és magat a tanuldst csak akkor allitja le, ha a tanuld és teszteld fazis kozel azonos
eredményt ad. Ebben az esetben, ha helyesen valasztottuk ketté a sajat adatbazisunkat,
csokkenthetjiik a tiltanulds veszélyét.

Egyéb algoritmusok

Rengeteg tovabbi algoritmus épiil az el6zGekben bemutatott két evoliciés modszerre.
Ezek az algoritmusok dllanddan valtoznak, djak alakulnak ki, illetve kapcsolédnak dssze.
Ebben a pontban néhdny olyan tovabbi algoritmust mutatunk be roviden, amelyek az
elérejelz6 modellezés szempontjabdl fontosak lehetnek.

Simulated annealing. Az eljards a mechanikabol szdrmaztathatd (Kirkpatrick és szerll
zotdrsai [1983]). A moédszer oOtletét az az eljaras adta, amikor a fémet erdteljes felmeleld
gités utan fokozatosan hiitik le. Az anyagban taldlhaté atomok a nagy hémérséklet hatal
sara nagyobb energiaval rendelkeznek, és szabadabban rendezGdnek el. Ahogy a h6mérl
séklet csokken, igy csokken az atomok energidja, és fokozatosan a lehet§ legszilardabb
allapot alakul ki. Lathat6, hogy a mddszert optimalizaciés feladatok esetében alkalmazi
zak. Szamunkra azért érdekes, mert egyfeldl onmagaban alternativat ad a genetikus algol
ritmussal szemben, masrészt egyes alkalmazasok dsszekapcsoljak a két mddszert, és igyel
keznek mindkét mddszer el6nyeit kiaknazni.

Optimalizdlo neurdlis hdlok. Mint emlitettiik, a neurdlis hdlozatot igen sok més fell
adatban is alkalmazhatjuk, igy optimalizdlasra is. A 10. dbra az optimalizald neurdlis
héalok egy lehetséges felépitését: a Hopfield-hdlot mutatja be (Hopfield-Tank [1985]).

A Hopfield-hél6zat esetében nem a sulyok alakulnak ki a tanulds folyaméan, hanem az
egyes y értékek keriilnek egyre kozelebb optimalis értékiikhoz. A silyokat (p) és az
indul6 x értékeket a probléma alapjan analitikusan meg lehet hatarozni. Ezutan alkalmazll
va a halét, megkapjuk az elsd periddus y értékeit. A kovetkez$ periddusban ezek lesznek
a bementi valtozok (x), és igy kapjuk a masodik periddus eredményét. A folyamat az
optimdlis megolddshoz konvergdl. Sok esetben azonban a Hopfield-hdlé lokalis optil
mumban all meg, ezért sokszor a neurdlis optimalizdl6 mddszerek egy tovabbi verzidjat,
a Boltzmann-gépet (Boltzmann machine) alkalmazzéak, amely tulajdonképpen a simulated
annealingnek és a Hopfield-halonak az 6sszekapcsolasa (1asd Aarts—Korst [1989]).

10. dbra
A Hopfield-hal6 felépitése
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Kohonen-hdlozat. Ezt a neurdlis halozatot Kohonen [1989] fejlesztette ki, és olyan
esetekben alkalmazzdk, amikor nagyszamu és kiilonboz§ tulajdonsagu egyedet kell elSre
nem ismert tényezSk alapjan szegmentdlni. A halézatban csak input- és outputneuronok
vannak, mint ahogy azt a /1. dbra mutatja.

Az 4bran lathat6 halézat egy 4 X 3-as négyzetracs pontjaiba helyezi el az egyes egyedell
ket. Amennyiben két egyed ugyanabba - vagy egymashoz kozel 1év6 — neuronba érkell
zik, abban az esetben a bemeneti neuronokba beadott tulajdonsagaik alapjan hasonlénak,
amennyiben pedig tdvol vannak egymadst6l, akkor kiilonb6zének mondhatdk. Ezért az
egyes racspontok (outputneuronok) klasztereknek felelnek meg. (Kohonen-halé elérejell
z¢si modellezésben vald alkalmazésat 1asd példaul: Benedek [1999a].)

11. dbra
A Kohonen-hil6 felépitése

Kimeneti neuronok

Sulyok

Bemeneti neuronok

Genetikus algoritmus és neurdlis hdlo. A neurélis haldzat tanulasi folyamatat tobbek
kozott genetikus optimalizacioval is meg lehet valésitani. Ekkor a silyok képviselik a
genetikus algoritmus egyedeit és az optimalizaland6 fiiggvény az illeszkedés josiaga (a
vart és az aktudlis értékek kozti tdvolsidg, amelyet minimalizalni kell). Egyes neuralishalol
modellek automatikusan tudjak valtoztatni a koztes réteg(ek) struktirdjat. Ennek megval
16sitasa is elképzelhet§ genetikus algoritmus segitségével.
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