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JANECSKO BALAZS

Id6sor-modellezés és opcidarazas csonkolt Lévy-eloszlassal

Statisztikusok és pénziigyi adatelemz6k szamara jol ismert empirikus tény, hogy a
pénziigyi ingadozasok természete eltér a klasszikus, normalis (Gauss) eloszlason
alapulé leirastol. A pénziigyi matematika, illetve az elméleti pénziigyi irodalom mégis
paradigmaként kezeli tovabb a normalis megkozelitést — egyszeriisége és példaul az
opcidarazasi vagy portfolidoptimalizalasi feladatban mutatott elegans analitikus tul]
lajdonsagai miatt. E cikk célja az arfolyam-ingadozasok realisztikusabb statisztikai
képének bemutatasa, valamint egy erre a modellre alapitott opciéarazasi megkozelil
tés felvazolasa. Nem célunk matematikai és technikai részleteket k6zolni — ezeket a
hivatkozasaink alapjan részletesen at lehet tanulmanyozni —, hanem inkabb az Gj mol]
dell szemléletes megvilagitasara, illetve gyakorlati alkalmazhatésaganak igazolasall
ra koncentralunk. Arfolyam-ingadozasi adatainkat a napi BUX zaréarfolyam-idésorl[]
bdl szarmaztattuk, az uj statisztikai modell illesztését a napi BUX-hozamok példajan
illusztraljuk, és az opciéarazasi feladat megoldasat a BUX-indexre vonatkozé eurdl]
pai call opcidokra mutatjuk be. A bemutatott ij modell a csonkolt Lévy-modell vonzé
tulajdonsaga, hogy harom paraméteren keresztiil képes az ingadozasok széles tar[]
tomanyaban pontosan leirni a fluktuaciok valésziniiségét, tovabba a ,skala,
farokvastagsagi és csonkolasi paramétereknek” szemléletes jelentés is tulajdonit[]
haté. Az 4j modell altalaban a piaci kockazatkezelésnek is hasznos eszkoze lehet,
kiilondsen amiatt, hogy a gyakorlatban megfigyelt extrém események valésziniisél]
gére is realis szamokat ad. *

A tanulmany rovid bevezet§ fejezettel indul, amelynek motivacids pontjdban megadjuk
azokat a f6bb 0sztonzéket, amelyek miatt érdemes az arfolyam-ingadozasok realisztikus
statisztikai lefrasara torekedni. Az els§ fejezetben bevezetésképpen az arfluktudciok kozl
ismerten nem normaélis és nem fiiggetlen jellegét illusztraljuk konnyen értelmezhetd stall
tisztikai fiiggvények segitségével. Még ebben a pontban kitériink a piaci kockazatkezell
Iésben kiemelten fontos J. P. Morgan-féle (J. P. Morgan [1996]) benchmark sztochaszl
eloszlasok, illetve a csonkolt Lévy-eloszlasok (Truncated Lévy Distribution, TLD) numel
rikus meghatarozasara, valamint azok valos statisztikakra illesztésére szolgalé gyors alll
goritmust mutatja be. A kovetkezd pontban a csonkolt Lévy-eloszlds paramétereinek
stabilitasat, id6beli fejlddését vizsgaljuk meg a magyar tkepiac elmult tizéves torténete

* Koszonettel tartozom a Raiffeisen Bank vezetésének, hogy tdmogatta ezt a kutatdst, tovabba kollégaimi
nak, kiilonosen Kondor Imrének a fogalmazasban nyujtott segitségéért, valamint hasznos elméleti megjegyll
zéseiért, Otleteiért.

Janecsko Baldzs a Raiffeisen Bank Rt. Piaci Kockazatok Elemzése fGosztilyanak vezet§ munkatirsa.
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alapjan. Azt tapasztaltuk, hogy a paraméterek iddfiiggése jol tiikrozi a tdzsde jelentds
eseményeit. A tanulmany utols6 szakaszaban a csonkolt Lévy-eloszlas modellt opciarall
zasra hasznéljuk fel, és az eredményeket Osszevetjik Black és Scholes eredményével
(Black-Scholes [1973]).

Bevezetés

A modern pénziigyi vildgban a piaci kockazatok felmérése és kezelése kiemelten fontos
teriiletté véalt. Ennek a fejleménynek legfbb kivalto tényezdiként egyfelSl a szadrmaztall
tott termékek (derivativok) megjelenését és gyors térhoditasat, masfeldl az elmult évtizel
dek nagy t6zsdei dsszeomldsait lehet megjeldlni. Az extrém kamat- és arfolyam-ingadol
zasok jelentds, stabilnak hitt pénziigyi intézmények bukasdhoz vezettek. Ezek az eseméll
nyek a maganszféra és a pénziigyi szabalyozok figyelmét is a piaci kockdzatok mérési és
kezelési problémdjara irdnyitotta. A piaci volatilitdis megértése a megfigyelt idGsorok
matematikai, statisztikai modellezését kovetelte meg. A probléma megoldasaba a kozl
gazdaszok és okonométerek mellett a szamitogépes szakemberek, matematikusok, fizill
kusok' is bekapcsolodtak.

Altalanos tapasztalat, hogy az empirikus arfolyamingadozs-statisztikdk a gyakorlatll
ban fontos idéskaldkon nem tekinthet6k normaélis, azaz Gauss-eloszlastnak. Ez a tapaszl
talati tény akkor valik igazan fontossa, ha a lehetséges gyakorlati alkalmazisokra gondol
lunk. A legnyilvanvalobb példa a fejlett vildgban az elmult két évtizedben kialakitott,
Magyarorszagon pedig napjainkban kibontakoz6 piaci kockdzatkezelés. Ma mar a hazai
bankokban és brokercégekben is sorra fiiggetlen piacikockazat-kezelési osztalyok jonnek
létre, amelyeknek legfébb funkcidjuk, hogy azonositsak, felmérjék és kezeljék a tGkepill
aci arfolyamok (részvény- és devizaarfolyamok) és kamatok ingadozasaibol fakado vell
szélyeket. Ezek abban dllnak, hogy a piaci fundamentalisok ingadozdsa miatt a pénzintéd
zetek értéke is kedvezdtlentil alakulhat. Ebben a megvildgitasban vildgossa valik, hogy a
piaci arfolyam- és kamatingadozasok statisztikdjanak realisztikus modellezése megkerill
hetetlen feladat.

A korabbi normalis eloszlasra épit6 paradigma elméleti szépsége és kezelhetGsége mellett
(példaul két Nobel-dijas kozgazdasagi elmélet: a Markowitz-féle portféliGoptimalizalas
vagy a Black-Scholes-féle opcidarazasi modell is konstans szordsd normadlis eloszlasu
arfolyam-innovéaciokat tételez fel) hamis képet alkot a valddi ingadozédsok természetérdl,
és — sajnos - kockazatkezelési szempontbol a veszélyes irdnyba torzitja a képet. Arrdl az
egyszerd tényrdl van sz6, hogy a mindenki altal ismert haranggérbe (amelynek két parall
méterét: a varhato értékét és a szOorasat egyszerden a vizsgalt pénziigyi hozamok statiszll
tikai atlagaként és szorasaként lehet elvileg meghatarozni) alulbecsiili a piaci kockazat f6
forrasat ad6 ,,nagy” ingadozasok valoszintiségét. A feladat tehat nyilvanval6 volt a kutall
tok szdmdra: Uj és jobban illeszkedd eloszlasokat kell keresni.

Alapvetden két eltérd tton 1éptek tovabb a kutatok. Az dkonométerek idGben valtozd
szorasu, feltételes normalis eloszlasi modelleket fejlesztettek ki (az ARCH-GARCHO

! A t6zsde mint sok szereplds, viszonylag egyszerd szabalyokkal leirhaté komplex rendszer keriilt a
tomegjelenségekkel foglalkoz6 statisztikus fizika érdeklddési korébe. Ennek nyoman a kilencvenes évek
folyamédn kezdett kibontakozni a statisztikus fizikdnak egy Uj, a gazdasagi és pénziigyi problémdkkal foglalll
koz6 interdiszciplinaris 4ga, amelynek tomor Osszefoglalojat Mantegna-Stanley [2000] adja meg. Az elmult
években szamos tanulmany sziiletett, amelyekben a t6zsdei kereskedés matematikai modelljének felallitasa
utdn elméleti kovetkeztetéseket vontak le a tdzsdei pénziigyi termékek arfolyam-ingadozdsanak statisztikai
természetére vonatkozéan. Ugyanakkor sok kutat6 fizikus a sajat mdodszertandval ugyanezen rendszer kisérl
leti vizsgalatdba kezdett a kozgazdaszok, statisztikusok és okonométerek utdn.
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modellekrdl lasd Engle [1982] és Bollerslev [1986] uttorS cikkeit), mert ezek az arfoll
lyam-dinamika modellek képesek realisztikus, ,,vastag farka” és idében korrelalt szol
rast arnovekményeket produkalni. A masik megkdzelités id6fiiggetlen eloszlasfiiggvél
nyeket keresett az arstatisztikdk leirdsara. E cikk ezt az utat kivinja bemutatni, de a
tanulmany legvégén még roviden visszatériink a sztochasztikus volatilitdismodellek led
hetséges alkalmazasaira.

Els6ként Mandelbrot [1963] ismerte fel a Lévy-eloszlasban az arfolyam-ingadozas
idSfiiggetlen eloszlasanak jeloltjét. Ez az 1j fliiggvény a normalis eloszlashoz hasonl6an
stabil eloszlds, azaz ha sok fliggetlen Lévy-eloszlast véletlen értéket (példaul hozamot)
Osszeadunk, akkor az eredményvaltoz6 tovabbra is Lévy-eloszldsd marad. Ez a tulajdonl
sag nagyon fontos lehet, hiszen ez teszi lehet6vé, hogy egy adott (példaul napi) id6skalan
elvégzett statisztikai elemzés alapjan kovetkeztetni tudjunk a hosszabb iddintervallum
(példaul egy év) alatt bekovetkez$ arfolyam-ingadozas természetére. Ez a lehetSség egyll
részt az elégtelen adatmennyiség miatt lehet fontos (példaul fiiggetlen éves arfolyami
ingadozasbol altalaban rendkiviil kevés adat van), masrészt példaul az opcidarazasi felll
adatban tudnunk kell, hogy az opci6 lejarataig hatralévd id6 alatt milyen valdszintiséggel
hov4 mozdulhat el a mdgottes folyamat.

A Lévy-eloszlas nagy elénye a normaélis eloszlashoz képest az, hogy szemmel 14that6l
an sokkal jobb illeszkedés érhet6 el az elvi és az empirikus hisztogramok kozott. Ez azt
jelenti, hogy a Lévy-eloszlas a Gauss-eloszlashoz képest sokkal szélesebb hozamtartol
manyban (megkozelitSleg a szords egyszerese helyett a szords négy-otszorosét lefedd
hozamintervallumon) irja le ,,pontosan” mind a ,,kicsi”, mind a ,,nagy” fluktuaciok valol
szinlségét. A szimmetrikus Lévy-eloszlas a normalis eloszldshoz hasonlé médon két
paraméterrel definidlhatd: az o farokexponenssel és a y skdlaexponenssel. A farokexponens
tulajdonképpen azt mondja meg, hogy milyen hatvanykitevével cseng le a nagy ingadol
zasok elGforduldsanak valdszintsége (pontosan y 1+ szerint alakul), a skdlaexponens
pedig a lehetséges ingadozas-tartomany méretéért felel§s, azaz minél nagyobb, annal
nagyobb tartomanyban mozoghatnak a hozamok. A farokexponens értéke nulla és kett§
kozé eshet, és minél kozelebb lesz a kett6hoz, annal inkabb kozelit a statisztika a normal
lis vagy Gauss-eloszlashoz. Minél kisebb az « értéke, annal gyakrabban fordulhatnak el
»hem normdlis” nagy ingadozésok, illetve extremalis krachesemények.

Szamos mérési eredmény alapjan mondhatjuk, hogy egyfajta ,,univerzalitissal” a napi
ingadozasok Lévy-exponens értéke 1,1 és 1,6 kozott szorddik (Mantegna-Stanley [2000]),
de gyakorlatilag nincs olyan pénziigyi idGsor, ahol napi id6skalan kettes Lévy-exponensi
normélis eloszlést tapasztalhatnink. A Lévy-eloszlas tehat, ugy tlinik, tokéletes megold
déas lehet a fluktudciok modellezésében. Ez azonban nincs teljesen igy, egy aprd kis
finomitasra még sziikség van. Arr6l van ugyanis sz6, hogy a Lévy-eloszlasu véletlen
hozamoknak végtelen nagy lenne a szérdsa. Ez egyszertien azért van igy, mert ha az
eloszlas farka x-3-nél lassabban cseng le, akkor a szorast megadé integral divergens lesz.
Ezt a megallapitast tigy is megfogalmazhatjuk, hogy a , Lévy-farok tdl vastag”.

Erre a problémara kézenfekvG a megoldas a kilencvenes évek terméke (lasd Koponen
[1995], Mantegna [1994], Matacz [2000], Bouchaud-Potters-Cont [1998]): a ,,vastag farll
kat csonkolni kell”, azaz a hatvanyfiiggvény-jellegli lecsengésnél egy bizonyos tartomal
nyon kiviil gyorsabb lecsengést biztosit6 fiiggvényalakot kell megszabni. Megjelenik tehat
a A csonkoldsi paraméterrel b6viilt haromparaméteres fiiggvényalak. Az 4j paraméter tehat
azt mondja meg, hogy hol van az a hozamszint, amelyen til felgyorsul a hisztogram lecsenl
gése. A csonkolt Lévy-eloszlas végeredményben tehat egy jol illeszkedS, véges szOorasu
eloszlas lesz, amely viszont mar nem stabil, hiszen az Ugynevezett centrdlis hatdreloszlds
tétel értelmében (amely szerint nagyszamu, véges szorasd, azonos eloszlasi és fiiggetlen
véletlen valtozd dsszegzése a normalis eloszlashoz vezet el) a sorozatos konvoliciok utén a
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normalis eloszlashoz fog konvergdlni. Lesz tehat egy karakterisztikus id6skala, amelyen
til normadlis, azon beliil pedig csonkolt Lévy-eloszlast lesz az arfolyam-ingadozas. Ezt az
ugynevezett atvaltasi (cross-over) idGskalat a gyakorlatban is megfigyelhetjiik, tipikus értél
ke egy honap koriil van. A csonkolt Lévy-modell tovabbi elénye, hogy egy bizonyos fokd
analitikussagot is biztosit, hiszen bar egyszerd képlettel a fiiggvény nem adhaté meg, de
egy specialis integraltranszformacié (a Fourier-transzformacid) utan a képlete zart alakban
felirhat6. A Gauss-képtdl tehat eljutottunk a Lévy-, majd a csonkolt Lévy-modellhez. Ezen
az uton vezet végig szemléletesen, a matematikai részleteket mell6zve ez a tanulmany.
Gyakorlati alkalmazasként tjra a kockazatkezelésre és az opcidarazasra kell utalni.

Motivaciok. E tanulmany megirdsa konkrétan kettGs célt szolgal. Egyfeldl gyakorlatill
as, ismeretterjeszt§ jellegl, a statisztikai részletekben tilsdgosan nem elveszd, dinamil
kus arfolyam-ingadozas elemzési modszert mutat be, amely elég 4ltaldnos ahhoz, hogy
tetsz8leges pénziigyi idGsorra (vagy akar egyéb idGsorokra is) futtathatd legyen. A
MATLAB-ban megirt program megvizsgélja az idGsor egyszerd statisztikai tulajdonsal
gait, a fluktudcidkra eloszlasokat illeszt. A program a teljes (optimalizaciés lépéseket is
tartalmazo) eljarast 5 és 10 perc kozotti futasi id6 alatt teljesiti (egyszert banki PC-n,
1000 adatra). A kovetkez$ részben egy konkrét futtatis eredményét kozoljik.

A tanulmény masik célja egy gyakorlati alkalmazas, nevezetesen: a nemrégiben a BETO
en elinditott, szabvanyositott eurdpai index és részvényopcidk arazasa és kockazatkezell
1ésének vizsgélata. Mint koztudott, a derivativ pénziigyi termékek arazasa egyike a legll
nehezebb szakmai feladatoknak, mivel nemcsak a mogottes folyamat vilagos statisztikai
modellezését koveteli meg, hanem ezen feliil egy opcidarazasi és dinamikus hedgelési
matematika kidolgozasat is. Az opciok kockazatkezelési feladatat mi a modern kockaztall
tott érték (VAR: Value at Risk) megkozelitésben (J. P. Morgan [1996]) szeretnénk felval
zolni: megadjuk a csonkolt Lévy-paraméterek fiiggvényében, hogy adott idShorizonton
és adott szignifikanciaszint (valészintiség) mellett maximalisan mekkorat ingadozhat az
opcid értéke. Az igy meghatirozott kockaztatott értéket egy brokercég példaul a napi
valtozo letéti kovetelményében érvényesithetné az opcidkat kiirokkal szemben.

A napi BUX-ingadozasok alaptulajdonsagai

Egy pénziigyi iigylet piaci kockazatdnak feltardsa lényegében ekvivalens a mogottes,
meghataroz6 piaci folyamatok statisztikdjanak pontos megértésével. Ebben a pontban
egy konkrét példan (a BUX napi ingadozdsain) mutatjuk be az arfolyam-ingadozasok
altalanosnak mondhat6, kdzismert statisztikai tulajdonsdgait (real-time BUX statisztikai
elemzés olvashatd a kovetkezS cikkben: Jdnosi-Janecsko—Kondor [1999]). Az illusztrall
ciok a korabban mar emlitett MATLAB szoftver segitségével késziiltek, bizonyos esetekl
ben sajat segédprogramok felhasznaldsaval. Elemzéseinkhez a BUX 1996. januar 11. és
2000. februar 21. kozott feljegyzett (1021 darab) napi zardarfolyamat hasznaltuk fel.
Azért ezt az idGszakot valasztottuk ki, mert itt minden 1ényeges statisztikai jellegzetesséll
get szépen ki lehet mutatni, ugyanakkor ezen a hosszabb idGskalan mar bizonyos kozelitd
stacionaritas is érzékelhetS. A BET kezdeti 6t évét ebben az elemzésben nem tekinthetjiik
relevansnak, hiszen az egy éretlen piac elsd 1épéseit tiikrozte (ugyanakkor ennek az idé0
szaknak az elemzésére a késGbbiekben még visszatériink, amikor azt vizsgaljuk majd
meg, hogy id6ben milyen dinamikéval fejlédott a piac statisztikdja). A kivalasztott perill
Odusban hosszu tava exponencidlis trend figyelhet6 meg (bar nyilvanvald, hogy a trenll
dek jellege erételjesen és érzékenyen fiigg a kivalasztott id6periddustdl), ugyanakkor az
azsiai és az orosz valsag hatdsai is érzékelhetSk, tehat idGsorunkban normalis és széElsSl
séges napok egyarant kellGképpen reprezentaltak.
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ElsS Iépésben idGsorunkat az exponencialis trendtd] tisztitottuk meg. Ez egyszertien azt
jelenti, hogy a logaritmikus skdlan abrazolt BUX-arfolyamokra egy egyenest illesztettiink,
és az illesztett egyenes értékeit levontuk az arakbol. Ezzel a késGbbi differencidlds utan
kényelmesen kezelhetd, nulla varhat6 értékd ingadozasokat allitottunk eld, amelyek kielél
gitik a stacionaritas feltételét, ami szemléletesen azt a jelenti, hogy az arfolyamokat generall
16 véletlen folyamat tulajdonsagai lényegesen nem valtoznak az idSben. Meg kell jegyezeniink
azonban, hogy az adott idészak trendje gazdasagilag is indokolhatd, tobb, eltéré meredekségi
altrendre is szétbonthat6 lenne, illetve a trend kiszdrése az arfolyam-statisztikat csak trivil
alis m6don befolydsolja azzal, hogy a varhaté hozamokat nullara allitja be.

A mintaid§szak meglehetGsen szubjektiv kivalasztdsa és a trendsziirés utdn az arfoll
lyamelemzésekben szokdsos modon elGallitottuk a logaritmikus differencidkat vagy mas
szdval a folytonos médszerrel szamolt napi hozamokat.? Az igy elGallitott ingadozasok
kumulativ eloszlasfiiggvényét (Cumulative Distribution Function, CDF) az 1. dbra bal
oldali részén Gauss-papiron abrazoltuk. Normadlis eloszlasu valtozok eloszlasfiiggvényéll
nek Gauss-papiron dbrdzolasa egy egyenest eredményezne. Az adbran azonban jol latszik,
hogy a szarnyakon jelentds az eltérés. Az eloszlasfiiggvény adott x értéknél felvett értéke
azt mondja meg, hogy a megadott x-nél kisebb ingadozasok milyen val6szindséggel alall
kulhatnak ki. A mért empirikus eloszlasfiiggvényt ugy szerkeszthetjiik meg, hogy tetszSl
leges x hozamszintek mellett 6sszeszamoljuk, hogy a megfigyelt hozamok hany szazalél
ka maradt x értéke alatt. Az empirikus eloszlasfiiggvény eltérése az egyenestdl arra fill
gyelmeztet, hogy a ,nagy” arfolyam-ingadozasok a normalis statisztika altal adott gyal
korisagnal joval gyakrabban fordulnak elg.

Az 1. dbra jobb oldali képén az empirikus hisztogram és annak maximum likelihood
alapt (az idGsorbdl kimért varhat6 értéki és szordst) normalis illesztése lathatd. A strdd
ségfiiggvény (Probability Density Function, PDF) egy konkrét x értékre azt mondja meg,
hogy milyen val6szintséggel fog egy x nagysagu ingadozas realizalodni.®> A tovabbiakban
a valdszindség-stiriségfiiggvény szinonimijaként fogjuk haszndlni a hisztogram szo6t, ami
tulajdonképpen a stirtiségfiiggvény empirikus valtozatat takarja. A hisztogramra mint a
relativ gyakorisagi gorbére kell gondolni, azaz azt mondja meg, hogy egy adott x logaritll
mikus hozamérték kis kornyezetében az Osszes multbeli megfigyelésiink hany szdzaléka
tartdzkodott. Az 1. dbra jobb oldali részének tanulsdga: a normalis eloszlas ,,til lapos™ és
,til vékony szarnyi”, azaz alulbecsli a ,kicsi” és ,,nagy” ingadozasok valdszintiségét.

A modern pénziigytan egyik alapfeltevése a hatékony piac hipotézise. Ez a tétel azt
allitja, hogy az egymadst kovetd arfolyam-ingadozasok autokorreldlatlanok, mivel minl
den relevéns informdacio beépiil az arba, igy az csak akkor véltozhat meg, ha egy definill
ci6 szerint eldrejelezhetetlen, Uj informdacid érkezik. A hatékonysag, illetve még 4ltalal
nosabban az arinnovaciok fliggetlensége nagyon egyszerten tesztelhetd statisztikai tton.
Ha ugyanis az arfolyam-ingadozasok fiiggetlenek, akkor a miltban egymast adott idStavi
val kovet6 napi hozamok k6zott nem lehetne szignifikdns korrelaciot kimutatni. Ez az
autokorrelalatlansagi kovetelmény normalis eloszldsi hozamok esetén a fiiggetlenséget
jelentené. Mint lattuk, a hozamok nem normalis eloszlasu valdszintiségi valtozdok, ezért a
fiiggetlenséghez itt altalanosabban elméletileg azt kell megkovetelni, hogy a hozamok
tetsz6leges transzformaltjai is autokorreldlatlanok legyenek (példaul a hozamok abszolit
értékei, négyzetei stb. is korrelalatlanok).

2 Az x-en ezentil a szokdsos logaritmikus napi hozamot kell érteni, azaz ha S(t) a ¢ napi zardar, akkor elsd
1épésben kisz(irjiik az exponencialis trendet: P(f) = In[S(¢)] - {In[S(0)]+ ¢}, majd ennek az id6sornak vessziik
a differencidjat: x(¢#)=P(t+1)-P(7).

3 Pontosabban: ha a strdségfiggvény x helyen f(x), akkor az x és x + dx kozotti tartomanyban egy
arfolyam-fluktuacié f(x)dx valdszindséggel fog kialakulni.
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1. dbra
A napi BUX-ingadozas eltérése a gaussi leirastol

CDF Gauss-papiron A logaritmikus dringadozdsok hisztogramja
és Gauss-illesztés
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Vizsgalataink szerint a linedris autokorrelalatlansdg 95 szdzalékos biztonsaggal allithall
t6 ugyan, de az abszolut, illetve a négyzetes hozamidSsor szignifikansan autokorrelalt.
Ez az ugynevezett volatilitisklaszterez6dés vagy masképpen fogalmazva az id6ben 6sszell
fligg6 variancidk jelensége a pénziigyekben kozismert tény, sikeres elméleti modelljeit
mar majd hdsz éve megadtdk az ARCH-, majd kés6bb a GARCH-modellek, illetve ezek
tovabbi finomitott valtozatai. Az autokorrelacié a kovetkezG6t jelenti: abbdl, hogy egy
adott napon az arfolyam-ingadozas nagy volt a piacon, 50 szdzalékndl nagyobb biztonl
saggal kovetkeztethetiink arra, hogy a kovetkezd napokban, s6t méréseink szerint még
harom héttel késébb is az 4tlagosndl nagyobb ingadozdsokat fogunk megfigyelni. Az
ingadozasok elGjelére azonban semmit sem tudunk mondani (azaz nem tudjuk, hogy az
arak esni vagy emelkedni fognak).

Erdekesség, hogy a volatilitds autokorrelaciés fiiggvényében egy ,,méasodik cstcs”
figyelhet6 meg két és hirom hét kozott. Ez valami olyasmit jelent, hogy egy nagy
esemény hatdsa lassan elhal, de két-harom héttel az esemény utdn még egyszer erételll
jesebben megrazza a piacot (ez valamiféle késGi korrekcids effektus). Az id6ben valtod
z6 piaci volatilitds kockazatkezelési szempontb6l nagyon fontos lehet, hiszen egy multl
ban mért konstans szords jovire vonatkoztatdsat semmiféle meggy6z8 érvvel nem lehet
alatdmasztani.

A piaci kockézatkezelés benchmarkja (J. P. Morgan [1996]) szerint a piac a mult
alapjén jelzi elére a volatilitast és a hozamot, de a piac nem emlékezik azonos sullyal a
multbeli eseményekre, hanem exponencidlisan elhal a memoridja (Exponentially Weighted
Moving Average, EWMA). A felejtés iitemét a RiskMetricsben gy éllitottak be (optimal
lizaltdk), hogy 75 napnal régebbi megfigyelések mar csak 1 szdzaléknal kisebb stllyal
szerepeltetnek az atlag- és szorasszamitasi képletekben. A memoriacsillapitasi faktor 0,940
nek adddott, azaz egyik naprol visszalépve egy eggyel kordbbi napra, a megfigyelés
stulya 6 szazalékkal csokken. A csillapitisos mddszer legnagyobb elénye az, hogy ennek
alapjan elGrejelzést lehet tenni a kovetkez$ napok szérdsara. Az eldrejelzés kés6bb dsszell
hasonlithaté a tényleges volatilitdsértékkel. A multbeli EWMA-becslés és tényleges
volatilitdsok kozotti eltérések négyzetdsszegét minimalizdlva a BUX-hozamok esetére
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0,9-es csillapitasi tényez6t kaptunk, ami rovidebb, 45 napos memoriat implikal. Megjell
gyeznénk, hogy az EWMA-moédszer valdjaban egy specidlis integralt GRACH-modellt
jelent. Vizsgalataink szerint a BUX-4ringadozasok jol modellezhet6k IGARCH variancigju
standard normaélis novekményekkel (azaz a J. P. Morgan-féle RiskMetrics-egyenletek kis
madositasokkal jo modellt adnak), de ezen elemzés részleteinek bemutatisira itt most
nincs lehetGségilink.

A skalazasi problémardl kell még beszélniink, aminek 1ényege az, hogy a kiilonbozd
id6tavokon vizsgalt arfolyam-ingadozdsok statisztikdja miképpen kapcsolhatd Ossze.
Gauss-eloszlast napi hozamok esetében kozismert tény, hogy a T nap alatti ingadozas
is normalis eloszlasu lesz, csak vérhaté értéke és variancidja (szordsnégyzete) nd 70
szeresére. Ez azt jelenti, hogy ha az eredeti arfolyamokbdl kiilonb6z6 idétdvokon vett
ingadozasokat képziink, akkor a kiilonb6zd id6tavi hozamok szérdsa az id§ gyokével
ardnyosan novekszik.

A szoras mellett a kurtézis egy tovabbi eloszlasjellemzé lehet. Ez a mutaté az eloszl
las cstucsossagat méri, Gauss-esetben az értéke: 3. A normadlisndl leptokurtikusabb elll
oszlasokra ez az érték 3-nal nagyobb. A kurtdzis (3-t6] mért eltérése) fiiggetlen hozall
mok esetében 1/7 szerint csOkken, de a volatilitasklaszterezGdési effektus miatt ez a
lecsengés lassabb lehet. A kiillonb6z6 T-k melletti eloszlasokbdl szdrmaztathatd
kumulansokon tul a strdségfiiggvények kozott is megallapithatd kapcsolat, vagy mas
szoval, egymasba skilazhatok. Egyszerd formuldkat az igynevezett stabil eloszlasok
esetében kapunk.* Specidlisan stabil eloszlds a normalis eloszlas is, illetve altaldban a
Lévy-eloszlasok. Eredményeink alapjan a Gauss-eloszlastol eltérd, de skalazhatéd sdrdd
ség- és eloszlasfiiggvények mar egyértelmiien jelzik a tovabblépés irdnyat: Lévy-eloszl
last kell megprobalni illeszteni.

A Lévy-integralok numerikus meghatirozasa

Az el6z8 fejezet tanulsdgaként vildgos, hogy a normaélis eloszlds helyett 4j tipust
id6fliggetlen paraméteres eloszlassal kell kisérletezni a hozamok valdszindségi leirasal
hoz. Els§ 1épésben a gyakran javasolt Lévy-modellt (Mantegna [1994], Bouchaud-
Potters-Cont [1998], Mantegna-Stanley [2000], Mandelbrot [1963]) kezdtiik el teszO
telni. Ebben a tanulmanyban nem célunk a Lévy-eloszlasok technikai-matematikai részil
leteiben vald elmélyedés, mert errdl rendszeres elemzések olvashatok a hivatkozott
cikkekben. Itt csupidn a szemléletes megvildgitisukra torekedhetiink. Egyszertien fol
galmazva: a szimmetrikus Lévy-eloszlas két paraméterrel irhatd le (a normadlis elosz
lashoz hasonldan): az o farokexponenssel €s a y skdlaexponenssel. A fontosabb jelleml
z6 az a, mivel ez irja le a ,,veszélyes” arfolyam-fluktuacidk természetét, nevezetesen
azt, hogy a hatvanyfiiggvény-jellegi lecsengés hatidsara milyen ilitemben csokken a
»,hagy” ingadozasok kialakuldsidnak valdszintisége.’

. o S . - P 1
*Ha P, (x) a napi logaritmikus hozamok stiriségfiiggvénye, akkor stabil eloszldsoknal Pp.(x)=—F, i}
T \T*
lesz a T napos logaritmikus hozam stiriségfiiggvénye, azaz a vizszintes és a fliggGleges tengelyek megfeleld
atskédldzasaval P €és P, ugyanarra a gorbére ejthet§ Ossze. Ez a gondolat egyértelmden a statisztikus fizika
kritikus jelenségekkel foglalkozé teriiletérdl jott at. Gauss-esetben o = 2, Lévy-esetben 0 < o < 2.
5 A nagy x arfolyamesések és -emelkedések kialakuldsanak valoszindsége a kovetkez$ szimmetrikus moQ

don alakul: Prob (x])= Ax| """, ha | x| e, ahol 4 egy o-t6l és y-tol fiiggd konstans.
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A Gauss-eloszlasnal (mely egy specidlis Lévy-eloszlasként is felfoghat6) az exponens
értéke 2, vastagabb farok jelenlétében az exponens 0 és 2 kozott lesz, és minél kisebb,
anndl lassabban cseng le az eloszlds farka, azaz anndl nagyobb eséllyel fordulnak el
nagy fluktuicidk. A Lévy-eloszlasok illesztésénél a legnagyobb gyakorlati probléma az,
hogy az elméleti sdrdségfiiggvényt nem lehet megadni egyszerd analitikus (képlettel kiirll
hatd) formaban, zart alakban csak a Fourier-transzformaltja, azaz a karakterisztikus fiiggl
vény irhaté fel.® Ennek okdra a valdszinliségszamitis ad magyarazatot, de itt ezt most
felesleges részletezni (példaul lasd Feller [1968], csak utaldsszerden: val6szintiségi vall
tozok Osszegének eloszlasa az eloszlasok konvoldcidja, ami a Fourier-térben a karaktel
risztikus fiiggvények produktuma; a mi esetiinkben pedig a 7-napos logaritmikus hozam
mint valésziniségi valtozé T darab egynapos logaritmikus hozam dsszegeként 4ll el§). A
legkisebb négyzetek mddszerével elGallitott Lévy-illesztés eredményeként a=1,38,
¥=0,0018 addédott. 95 szazalékos biztonsiggal allithatjuk, hogy a legkisebb négyzetek
moddszerével megéllapitott Lévy-exponens ebben a vizsgalt idGszakban 1,23 és 1,54 kozé
keriilt. Ez az eredmény 6sszhangban van mas szerz8k (Mantegna-Stanley [2000], Matacz
[2000]) mas idGsorokon mért eredményeivel.

Mivel a legkisebb négyzetek modszerén alapul6 illesztési eljaras numerikus integralok
ezreinek kiszamitdsan alapul, ezért til lassu, igy gyakorlati okokbdl az integralok gyorl
sabb meghatarozasi modszerére volt sziikségiink. Természetesen adodott az dtlet, hogy a
Fourier-integrdl meghatarozasara a diszkrét Fourier-transzformaciot (DFT, illetve gyorll
sitott valtozatat, a Fast Fourier Transform, FFT) hasznéljuk fel. Pontosabban, a mért
empirikus strdségfiiggvényiinket gyorsan és egyszerden a frekvenciaspektrumba lehet
transzformdlni, és itt az analitikus Lévy-fiiggvényalak a legkisebb négyzetek mddszerél
vel kényelmesen illeszthetd. A gyorsitott modszer alapjan nyert transzformalt empirikus
strtségfiiggvény vizszintes €s fiiggdleges értékei kdzvetleniil azonban nem esnek egybe
a helyes frekvencia és a meghatarozand6é numerikus integral kozelit§ értékével, hanem
Htrikkos” atskalazasokra és interpolacids modszerek alkalmazasara van még sziikség. E
részletek kozlése azonban semmiképpen sem lehet ennek a tanulmanynak az anyaga,
hanem csak hivatkozunk egy remek forrasra: Numerical Recipes... [1986-1992]. Ezzel a
megkozelitéssel hihetetleniil felgyorsult illesztési modszert sikertilt kidolgoznunk: 50 perc
r6l 0,5 masodpercre csokkent le a MATLAB-os szamitasi id§. Ez a fejlemény lehet6vé
teszi, hogy egy késdbbi fejezetben az illesztést dinamikus valtozatban is bemutathassuk.
A teljes illesztési eljaras eredményeibdl vildgosan kittint, hogy a Gauss-modellhez képest
az illesztés mindsége szignifikdnsan javult, ugyanakkor egy 1ij probléma jelentkezett: a
Lévy-eloszlas farka ,til vastag”, azaz a ,,nagy” ingadozdsok valdszin(iségét ez a modell
tdlbecsiili. E probléma kezelésével foglalkozunk a kdvetkezd részben.

A csonkolt Lévy-eloszlas illesztési problémaja

El6szor Koponen [1995] dolgozott ki egy analitikusan is kezelhet§ specidlis, igynevezett
exponencidlis csonkolasi eljarast. Elméletileg ugyanezt a médszert alkalmazta Mantegna
[1994] is, amikor a csonkolt Lévy-eloszlasi hozamok numerikus szimuldcidjara ismertel
tett egy meglehetdsen gyors algoritmust. A csonkolds f6 célja tehat az a természetes
kovetelmény, hogy a hozamok szdérdsa és egyéb momentumai végesek legyenek. A
Koponen [1995]-féle exponencidlis csonkolds 1ényege az, hogy a hozamok hisztogramjanak

® A szimmetrikus Lévy-eloszlds igy irhato fel Fourier-integral alakban: P,(x) = lJ.e?yMa cos(gx)dq, ahol
P (x) az egynapos logaritmikus hozam sirdségfiiggvénye. o
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kozponti részén tovabbra is kvazi-Lévy-tipusi marad az illesztett fiiggvény, de egy bizol
nyos tartomanyon kiviil a hatvanyfiiggvényszerd lecsengésre egy exponencialis gyorsitas
rakodik.” Az exponencidlis modell egyik legnagyobb el6nye abban &ll, hogy a Lévyl
eloszlashoz hasonldan a Fourier-térben analitikus formaban adhaté meg.® Ez kiilonosen
az illesztés sebességénél és az opciés matematika kidolgozasaban lesz majd fontos. Mivel
a karakterisztikus fiiggvény képletét tehat ismerjiik, ezért az el6z8 fejezetben elmondotd
takhoz hasonldan itt is kindlkozik a lehet&ség, hogy az empirikus strtségfiiggvény pontll
jait a gyorsitott Fourier-transzformaciénak (FFT-nek) alavetve az illesztést a Fourierd
térben kényelmesen elvégezhessiik. Erre a kérdésre hamarosan még visszatériink, elébb
azonban célszer( a csonkolt Lévy-eloszlas kvalitativ jellemzését megadni.

A csonkolt Lévy-eloszldsnak hdrom paramétere van, a Lévy-modellbdl ismert o és 7,
valamint az 4j A csonkolasi paraméter. A csonkolasi paraméter nagyon egyszerd felfol
gasban azt jelenti, hogy a levagas érezhetGen a A-! tartomanyon kiviili hozamoknal jelentO
kezik. Egy masik interpretacié szerint a A nagyon szoros kapcsolatban 4ll az ugynevezett
t.. atvéltasi idoponttal. Mivel tudjuk, hogy a csonkolt Lévy-eloszlasi modell véges szorall
st hozamokat implikal, igy a centralis hatareloszlas tétele szerint, ha elég hossza 7T id6O
tdvokon vizsgéljuk a logaritmikus hozamokat, azaz elég sok fliggetlen csonkolt Lévyl
eloszlasi hozamot adunk 0ssze, akkor az 6sszeg eloszlasa kdzel normalis lesz. A csonkol
lasi paraméterrel mennyiségileg jellemezhetjiik azt, hogy mit is értiink elég hosszi idé0
horizonton. Egyszerd megfontoldsok alapjan megallapithat6, hogy a 7. ,eloszlasvalt6”
id6 aranyos a A-*-val (ezen az id6tavon valik azonos nagysigrendivé a szords és a levall
gasi hozam). Osszefoglalva tehat a paraméterek szemléletes jelentését: ¢ a farok vastagl
sagat, v a hozamtartomany méretét, A pedig a csonkolt Lévy-eloszlasi és a Gauss-tartoll
manyokat elvélaszt6 iddskalat adja meg.

Ezutan térjiink vissza a csonkolt Lévy-eloszlas illesztési feladatara! Egy haromparall
méteres nemlinedris fiiggvény illesztési feladata altaldban nem trividlis numerikus fell
adat. Jelen esetben a A csonkolasi paraméter legkisebb négyzetek modszerével torténd
meghatdrozasa kiilonosen kritikus, mert becslését 1ényegében a néhany szélsGséges megll
figyelés hatdrozza meg, ezért a becslés varhat6 hibdja kiilonosen nagy, a becstilt csonkol
lasi paraméter értéke erdsen fiigg az iteracié induld értékétSl. Emiatt nyilvanvald, hogy
a A meghatdrozasat elkiiloniilten kell kezelni a masik két paraméter illesztésétdl.

Matacz [2000] egy jol mikods, elméleti megallapitasokon alapuld illesztési eljarast
javasol: el6szor végezziink el egy egyszerd Lévy-illesztést, majd a csonkoldsi paramél
tert egy elvi 0sszefiiggés alapjan hatdrozzuk meg. Arrdl van ugyanis sz9, hogy a csonl
kolt Lévy-eloszlasti hozamok szérdsa (és egyéb momentumai is) kifejezhetGk a csonl
kolt Lévy-paraméterek fiiggvényében, tehdt o, y és az adott id6tdvon mért o szorés
alapjan a csonkoldsi exponens egyértelmien kiszdmithat6.® Ezzel elkertilhetjiik a 4

7 A nagy x arfolyamesések és -emelkedések kialakuldsanak valdszintsége a Lévy-eloszlashoz hasonldan

(+a) -3
e

szimmetrikus modon alakul: Prob (x])= Alx|” " ha | x|— e (ahol A a paraméterektdl fiiggd konstans),

de lathatéan megjelenik egy csonkoldsi paramétertdl fiiggd gyorsito faktor is. A A=0 esetben a csonkolt
modell visszaadja az egyszerd Lévy-modellt.

8 P(x)= 1 jexp<— S S— {(q2 + 22 )% cos[arctan(q / 1)]- A }> cos(gx)dg, ahol P, (x) az egynapos logall
Ty cos(moe/ 2)
ritmikus hozam strdségfiiggvénye.
a(l-a)
cos(moe/2)

likelihood-fiiggvény-maximalizdcién alapuld paraméterillesztési eljards is elképzelhet§ lett volna, de mi
most gyorsasdga miatt a fent vazolt masik mddszert alkalmaztuk.

S)ta o= yA“? Gsszefiiggés alapjan hatiroztuk meg. Itt megjegyezziik, hogy egy empirikus
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2. dbra
A csonkolt Lévy-eloszlas illesztési eljarasa

Empirikus hisztogram a Fourier-térben Empirikus hisztogram a hozamtérben
és TLD-illesztés és TLD-illesztés
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instabil, illesztéses modszerd meghatidrozasat. A csonkolt Lévy-illesztési eljaras f6bb
1épéseit a 2. dbrdn mutatjuk be. A normalis Lévy- és a csonkolt Lévy-modellek kdzotti
kiilonbségeket a 3. dbrdn illusztraljuk.

A csonkolas 1ényege vildgosan leolvashat6: a csonkolt Lévy-eloszlas felgyorsult titeml
ben kezd el csokkenni a nem csonkolt kdzponti tartoményon kivill. A 3. dbra fels6

részével kapcsolatban még egy megjegyzést kell tenniink. J61 14thatéan a striségfiiggl
vény tavoli szarnyain néhany nem illeszked§ empirikus pont figyelhet6 meg. Ennek
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3. dbra
A normalis és a csonkolt Lévy-modellek kozotti kiilonbségek

Empirikus hisztogram, Gauss-, Lévy- és TLD-illesztés logaritmikus skdldn
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Korrigadlt empirikus hisztogram, Gauss- Lévy- és TLD-
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Megjegyzés: a csonkolasi eljaras a szdrnyak gyorsabb lecsengését biztositja, aminek hatdsara a szoras
véges marad. A 4-50 tartomanyban a Lévy-, illetve csonkolt Lévy-eloszlas jol leirja a sdrdségfliggvényt,
ugyanakkor néhany kiesd pont figyelhetd meg a tavoli szdrnyakon, amelyek elGforduldsat leginkdbb technill
kai effektusnak lehet felfogni. Az alsé dbran mar a korrigalt farokeffektust mutatjuk be.

oka kettds lehet: egyfeldl technikai, mivel a szarnyakon mért kevés megfigyelés miatt
az el6forduld nullaértékd hisztogrampontok (vannak olyan kis intervallumok, ,,binek”
ahol arfolyam-fluktuiciét a multban nem tapasztaltunk) dbrazoldsa logaritmikus skilan
lehetetlen [mivel log(0) = -], mésik lehetdség, hogy a ,,nagyon széls§” pontok nagy
val6szinlséggel mar olyan extremadlis eseményeket jeleznek, amelyek tdlfeszitik a csonl
kolt Lévy-modell kereteit is. Hangstlyozzuk, hogy a kiesd pontok jelentGsége kockal
zatkezelési szempontbdl egydltaldban nem elhanyagolhat6, kezelésiikre tovabbi vizsgal
latokat érdemes végezni.

A kérdés eldontéséhez a 3. dbra alsé részén lathaté empirikus farokpontokat mind a
jobb, mind a bal oldalon egyetlen hisztogrampontta alakitottuk Ggy, hogy a megfigyelél
seket egy-egy intervallumkozéphez rendeltiik hozza. A korrigdlds utdn azt tapasztaltuk,
hogy a farokpontok szebben illeszkednek a Lévy-fiiggvényekhez.
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Osszefoglalasképp elmondhaté, hogy sikeriilt egy gyors algoritmust taldlnunk, amellyel
a mért hozamhisztogramok csonkolt Lévy-modelljét specifikalhatjuk. Ezt egy dinamikus
csonkolt Lévy-elemzésre fogjuk felhasznalni, amit a kovetkez$ paragrafusban részletell
ziink. Megjegyezziik, hogy a csonkolt Lévy-illesztés ilyen adatsiirdség mellett nem vezell
tett a Lévy-eloszlasnal jobb illeszkedéshez (az illesztés hibajat a Fourier-térbeli hisztogram
és elméleti modell értékek kozotti eltérések négyzetdsszegeként definidltuk, és a csonkol
las hatdsara 0,005-r61 0,03-ra nétt az értéke), de matematikailag értelmesebb véges szol
rast hozamok modellezését teszi lehetGvé.

A csonkolt Lévy-paraméterek, azaz a tézsde idébeli fejlédésének vizsgalata
Az el6z8 részben vazolt illesztési algoritmusunk elegendGen gyors (egy teljes csonkolt
Lévy-eloszlas specifikacidja 1-2 masodperc alatt lezajlik), igy lehetdvé teszi, hogy megll
vizsgéljuk a paraméterek mennyire alakultak stabilan a multban. Pontosan fogalmazva:
1991. januar 2-4t6l kezdve egy kétéves (500 kereskedési napos) mozgé idéablakot hiztunk
végig a BUX-id&soron, és ebben a mozgd ablakban végeztiik el a csonkolt Lévy-paramétel
ott sima (csonkolatlan) Lévy-specifikacid tortént, és csak negyedéves frekvencidval vizsO
galtak az exponenseket. Mi tobb mint 1500 multbeli idSpontra hatdroztuk meg az id6pontot

4. dbra
Csonkolt Lévy-paraméterek (o és 7)

15 000 Napi BUX zar6 arfolyam

10 000+
5000+

0 f f f f f f f f f {
400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400

2 Az elmult kétéves idGszakban mért o

0,021
0,015
0,01+
0,005 1

0 } } } } } t } } } {
400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
IdGablak vége 1991. janudar 2. 6ta, napokban mérve

Megjegyzés: az o és a y paraméterek idébeli fejlédése jol tikrozi a piac fejlédési folyamatit. A Fourierl
térben legkisebb négyzetek modszerével illesztett eloszlas paraméterbecslésére 95 szdzalékos konfidenciall
intervallumot szamitottunk.
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5. dbra
A 2 csonkolasi paraméter és az atvaltasi id§

Napi BUX zér6 arfolyam
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Id6ablak vége 1991. janudr 2. dta, napokban mérve

Megjegyzés: a A és a t, atvdltasi id6 historikus fejlddése tiikrozi a piac érési folyamatat.

megel§zd két év arfolyam-ingadozasainak ¢, y és A paramétereit, valamint a pontbecslések
mellé a paraméterértékek 95 szazalékos konfidenciaintervallumat.

A 4. és az 5. abra szépen illusztralja, hogy adott szignifikanciaszint mellett a csonl
kolt Lévy-paraméterek pontosan detektaljak a piac allapotat. Ideges idGszakokban (4zsiai,
orosz valsag, védlasztasok stb.) o rendszerint lecsokken, azaz a nagy ingadozasok valdll
szinlisége lassabban cseng le, y megnd, azaz a lehetséges ingadozastartomany kiszélel
sedik és A esik, mivel ennek hatdsdra a 7, megnd, azaz a csonkolt Lévy-eloszlds hosszabb
tavon marad relevans modell (lassabb lesz a normadlis eloszlashoz val6 konvergencia).

A mozgd idSablakban mért illesztési hibdkat a 6. dbrdn mutatjuk be. Itt az illeszll
tési hibat a Fourier-térbe transzformalt empirikus hisztogramértékek és az illesztett
Fourier-transzformalt Lévy-valdsziniségek kozotti eltérések négyzetdsszegével érll
telmeztiik. Lathatd, hogy a csonkolds kissé megnovelte az illesztési hibat, hiszen egy
mar optimadlisan illesztett Lévy-eloszlast ,torzitottunk el”, de az elért véges szdrds
gyakorlatilag realisztikusabba teszi a megkozelitésiinket. A Lévy-exponensek idGsol
raban tisztdn kivehet§ trendek a piac statisztikai értelemben vett fejlddését tiikrozik
(hasonlé kovetkeztetésre jutott Paldgyi-Mantegna [1999] a negyedéves frekvencidju
vizsgélataiban). Az id6fiiggd Lévy-paraméterek idGsordban megfigyelhet6 szignifill
kans strukturdlis torések megmagyardzzak a teljes mintira vett Lévy-illesztés kiesd
pontjait, illetve jelzik a csonkolt Lévy-eloszlas alapjan készithetd variancia-elGrejell
zések nem 100 szazalékos megbizhatosagat. A Lévy-paraméterek idGbeli alakuldsara
egy esetleges dinamikai modell feldllitasa érdekes vizsgalat lehetne (példaul IGARCHO
generalt farokexponens).
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6. dbra
A kétéves mozgd idGablakban mért csonkolt Lévy-illesztési hiba id6fejlédése
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A csonkolt Lévy-eloszlasti modell alkalmazasa

Matacz [2000] kidolgozta az opciddrazasi feladat megolddsat geometriai csonkolt Lévyl
eloszlast mogottes folyamatokra (Truncated Levy Process, TLP). A kovetkezGkben mi is
ezt fogjuk megvaldsitani. A geometriai csonkolt Lévy-folyamat olyan sztochasztikus foll
lyamat, ahol az arfolyam aktudlis értékével ardnyosan, trendszertien és csonkolt Lévyl
eloszlasu fluktuacidk alapjan valtozik. Matacz elméletének lényege az, hogy a kiird fair
arazasi elv szerint hatdrozza meg az opciés prémiumot (azaz varhat6 értékben a lejaratl
kori vagyona nem kiilonbdzik az indulé vagyonatdl), és olyan hedgelési stratégiat val
laszt, amellyel lejaratkori vagyoni helyzetének variancidjat minimalizalni tudja. Speciélis
geometriai Brown-mozgasos arfolyamok esetben e fenti elv precizen a Black-Scholes
[1973] képleteket adja vissza (a Brown-mozgés egy specidlis csonkolt Lévy-eloszldsu
folyamat, ahol A = 0 és a = 2, de erre kés6bb még visszatériink).

Black és Scholes szerint az arfolyamot sorozatos elemi tranzakcidk alakitjdk, ahol is az
elemi tranzakcidkban az ar csak egy adott egységgel (arlépéskozzel) valtozhat meg adott
valdszintiség mellett. Az egymadst kdvet§ sok tranzakcidé hatdsira az arvaltozas binomial
lis eloszlasu lesz, ami a tranzakcidk nagy szdma mellett j6l kozelithet§ hatireloszlasként
normalis eloszlassal. A gyakorlatban az 4rak helyett a folytonosan szdmolt hozamokkal
(azaz a logaritmikus differencidkkal) dolgozunk, ezért veszik az arfolyam mint valdszill
nlségi valtozé logaritmusat. A hatékonysagra hivatkozva allitjak végiil, hogy az egymast
kovetd logaritmikus hozamok sorozata véletlen bolyongassal modellezhet§. A Black-
Scholes-modell dllandé szérdsti Brown-mozgast feltételez, de ez konnyen altalanosithatd
a realisztikusabb id6ben valtoz6 variancidji ARCH-GARCH-modellek irdnyéba.
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Mi most id6ben édllandé paraméterekkel rendelkezs, azaz iddéfiiggetlennek feltételell
zett, de vastag farkd, csonkolt Lévy-eloszlast bolyongdsos modell mellett mutatjuk be a
feladat megoldasat. A Brown-mozgashoz hasonldan a Lévy-eloszlasi hozamok elméleti
alatdmasztasara is fel lehet és fel is allitottak modelleket.!® Ezen mikromodellek és a
matematikai részletek mell6zésével itt csak azt emeljiik ki, hogy csonkolt Lévy-eloszlast
novekményeket feltételezve a levezetések eredményéiil egy improprius integral alakjall
ban megadott opcidarazasi formula adddik," amely természetesen a csonkolt Lévy-ell
oszlas paramétereit6l fiigg. Most hangsilyoznunk kell, hogy a csonkolt Lévy-eloszlasu
modell csak a 7. dtvéltdsi id6n beliil relevans modell, tehat azon tdl els§ kozelitésben a
Black-Scholes-modell megfelelS lehet. Tipikusan 7. 20 és 40 nap koriil alakul (Iasd 5.
dbra), tehat az egy-két kereskedési honapon beliil lejaré opcidkra mar mindenképpen a
csonkolt Lévy-eloszlas modellen alapul6 képletet célszerd alkalmazni. Az egy-két hdnap
korili atvaltasi id6 0sszhangban van mas szerzék eredményeivel is (Mantegna-Stanley
[2000], Matacz [2000], Kullmann-Toyli-Kertész—Kanto-Kaski [1999]), bar Magyarorll
szagon értheté okokbol (piacunk kevésbé fejlett, mint példaul az Egyesiilt Allamok t6zsl
déi) egy kicsit magasabbak a mért értékek.

A feladatunk tehat a csonkolt Lévy-eloszlasu régioban az opcidarazasi formula numell
rikus meghatarozasa. Kozelitésként alkalmazni szoktik az tigynevezett kurtdziskorrekciot,
aminek 1ényege az, hogy a hagyomanyos Black-Scholes-formuldba a vastag farkat mérd
kurt6zissal mddositott volatilitast helyettesitik be. Ez a modell a mi numerikus formulank
elsé kozelitésének tekinthets, ami 1ényegi effektusként a volatility-smile jelenséget képes
leirni. Ez a jelenség abban all, hogy egy elméleti azonnali lehivas esetén nyereséges
(ITM, in-the-money), illetve veszteséges (OTM, out-of-the-money) arfolyamtartomanyl
ban a piaci opcidarak magasabbak a hagyomanyos Gauss-alapti Black-Scholes-képlethez
képest. Ez teljesen érthet is, hiszen a valdsagban a nagy események nem gaussi frekvenl
ciaval kovetkeznek be, tehat a spot arfolyamtdl tavoli kotési arfolyamud opciok értékessé
véalhatnak. Ugyanakkor az alaptermék azonnali arfolyamaval megegyez§ kotési arfolyall
ma (ATM, at-the-money) opciok esetén a Black-Scholes-opciéar til magas a nem tul
gyakori ,kis” ingadozasok miatt.

Ebben a részben kiilonb6zd futamidejd BUX call opcidk arazasat mutatjuk be. A full
tamidGket nyilvanvaldan Ugy valasztottuk meg, hogy a csonkolt Lévy-eloszlasu régidban
legytlink. Az opcidarakat az utols6 1000 napi zaré6 BUX-adat alapjan meghatarozott csonl
kolt Lévy-eloszlas paraméterek mellett, MATLAB-ban elvégzett numerikus integralds
eredményként allitottuk el§. A paraméterértékeket a 7. dbrdn tintettiik fel. Tesztjeink
alapjan speciélis esetben'® a numerikus integralas eredményeként visszakapjuk a Black-
Scholes-formulét. Csonkolt Lévy-eloszlasu esetben 1 nap és 1 hénapos lejarati id6k meld
lett a 7-10. dbrdkon hasonlitjuk dssze a Black-Scholes-formula eredményeit a realisztill
kusabb opcidarazasi eredményekkel.

10 Ezen mikroszkopikus piaci modellekrdl részletesen olvashatunk példaul a Lux [1998]-ban.

Ke_ [daP(q.0.7, /l)[
T 0

singx — g cosqx
q(l+q?)

- 1}
M C(S,K,t,a,y,0,r) = S—%Ke - ] ahol P a csonkolt Lévy-el

1
oszlas karakterisztikus fiiggvénye és x =In(K/ S)—rt+50'2t. S a spot arfolyam, C a call opci6 ara, K a

kotési arfolyama és ¢ a lejaratig hatralévs idS, r pedig a kamatlab.
12 Ennek részleteirGl példaul a Bouchaud-Potters—Cont [1998] cikkben olvashatunk.

13 Ekkor A=0, azaz nincs csonkolds, =2, azaz a Gauss-hataresetben vagyunk, és y =(

o
) a gaussi
skala-exponens.

slo
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Megjegyezziik, hogy opcidarazasi formulank alapjan egyszerden levezethetS egy optill
malis dinamikus hedgelési stratégia is. Ennek részleteire most nem tériink ki, hanem egy
mas tipusu kockazatkezelési problémat targyalunk még meg. Nevezetesen azt, hogy mill
ként lehet meghatdrozni az opcié adott id§ alatt adott val6szindség mellett bekovetkezd
értékvaltozasat. Nyilvanvalo, hogy itt tulajdonképpen egy kockaztatott érték alapa opcill
0s margin meghatarozasat tdztik ki célul. Ha példaul kiszamitjuk, hogy 1 nap alatt 99
szazalékos valdszindséggel mekkora lehet egy adott call BUX opcié értékingadozasa,
akkor ezt az Osszeget egy brokercég az opcidt kiird ligyfelétdl fedezetként bekérve, 99
szazalékos valoszintséggel védve lesz az arfolyam-ingadozasokkal (illetve az ligyfél nem
fizetésével) szemben.

A kiir6é piaci kockdzata tehit a kovetkezdben 4ll. Az opcié eladdja kotelezettséget
véllal, hogy a jovGben egy adott idSpontban egy adott drfolyamon megvasarol (put opl
ci6) vagy elad (call opcid) egy adott piaci terméket, most példaul a spot BUX-ot. Ezért az
eladott jogért az opcidt megvasarlo kifizeti az opcids dijat. InnentSl kezdve az alapterl
mék arfolyamdanak, illetve az opcid értékét meghatarozé tényezSk koziil barmelyik mal
siknak a megvaltozasa az opcid értékének megvaltozasaval jarhat. Ha az opcio értéke a
kezdeti opci6s prémiumhoz képest csokken, és az opciét megvasarld lehivja az opcidjat
(illetve az opcidt kiir6 zarni akarja nyitott pozicidjat), akkor a kiir6 tényleges veszteséget
realizal. Ennek a veszteségnek a kifizetéséért a brokercég felelGs, ha az adds ligyfél nem
fizet. Ez ellen a piaci kockdzatbol fakad6 hitelkockazat ellen kell a brokercégnek letéti
kovetelményként fedezetet bekérnie az iigyféltdl.

Osszefoglalva az opcid értékét a kovetkezd tényezdk befolyasoljak:

a mogottes arfolyam: S,

a lejaratig szamitott kockdzatmentes kamat: 7,
a logaritmikus hozam volatilitisa: o,

a lejaratig hatralévd id6: ¢,

kotési arfolyam: K,

csonkolt Lévy-eloszlas paraméterei: o, ¥, A.

E tényezdk koziil barmelyik elmozduldsa megvaltoztatja az opciot értékét. Tegyiik fel,
hogy a brokercég napi valtoz6 letétet alkalmaz, amelynek szintjét tigy akarja bedllitani,
hogy a napi opcids arfolyam-ingadozéssal szemben 99 szdzalékos mértékben védve lel
gyen. Ekkor elvi megoldasként a kovetkez$ kozelitést szokds alkalmazni. Vegyiik az
opcidarazasi formuldnkat, és képezziik annak teljes differencidljat, amit dgy éllithatunk
eld, hogy minden elsé derivaltat (ezeket hivja a szakirodalom ,,gdrogoknek”, példaul az
arfolyam szerinti derivalt a ,,delta”, az id6 szerinti derivalt a ,theta” stb.) az adott valtod
z6 megvéltozasdval megszorozzuk (ez nem mas, mint az drazé formulank lineéris Taylorl
soranak felirasa). A teljes differencidl az opcié értékingadozasat mint véletlen értéket
adja meg. Ezutdn az opcid értékét befolyasold tényezdk variancia-kovariancia matrixal
nak segitségével az opcid értékingadozasat statisztikailag jellemezni lehet, azaz a 99
szazalékos kockaztatott érték alapu margin kiszamithat6.

A mbdszert azonban nem érdemes tovabb részletezni, mert itt Ujra beleiitkoziink a
gaussi leiras tokéletlenségeibe (az instabil korrelaciés matrix megbizhatatlan, a normalis
statisztika a csonkolt Lévy-eloszlasd régidban nem realisztikus, a linearis Taylor-sor nem
pontos stb.). Véleményiink szerint felesleg kozelitést alkalmaznunk, ha egyszer rendell
kezésiinkre all egy araz6 formula. Ekkor ugyanis az opcié értékét befolyasold tényezSk

s sz

fel. Ebbdl a statisztikabol a megfeleld empirikus percentilis érték kiemelésével egy megll
lehetGsen pontos kockaztatott érték alapi margin hatdrozhaté meg.
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7. abra
A csonkolt Lévy-eloszlashoz tartozé opcidar eltérése a Black-Scholes-art6l

A call opci6 ara 1 nappal a lejarat el6tt

’T (o, v, A, 0,1, K, 1)
871 (1,4745, 0,0014, 6,2578, 0,0232, 10%, 100, 1 nap)
74
61
54
44
31
s
0 f + f f f f f |
92 94 96 98 100 102 104 106 108
Alaptermék azonnali arfolyama
--- TLDar — BSar

Megjegyzés: ez az abra vilagosan jelzi, hogy a realisztikusabb csonkolt Lévy-eloszlashoz tartozé opcidar
eltér a Black-Scholes-artdl (BS-ar), kiilonosen az ATM és OTM tartomanyban (1 nappal a lejarat el6tt).

8. dbra
A csonkolt Lévy-eloszlashoz tartozé opcidar eltérése a Black-Scholes-art6l logaritmikus skalan

A call opci6 ara 1 nappal a lejarat el6tt logaritmikus skalan

10'
10"+
0+
(a, 7,2, 0,1, K, 1)
107 (1,4745, 0,0014, 6,2578, 0,0232, 10%, 100, 1 nap)
10° = = = = = !
94 96 98 100 102 104 106
Alaptermék azonnali arfolyama
--- TLD4ar — BSiar

Megjegyzés: logaritmikus skalan tisztdn lathat6, hogy a realisztikusabb csonkolt Lévy-eloszlashoz tartozd
opcidar eltér a Black-Scholes-artol (BS-ar), kiilonosen az ATM és OTM tartomanyban (1 nappal a lejarat eldtt).
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9. dbra
A csonkolt Lévy-korrekciok a Black-Scholes-ar szazalékaban (1 nappal a lejarat el6tt)

(TLD ar - BS 4r)/BS 4r

14T
12+ (o, v, A, 0,1, K, 1)
1,0 (1,4745, 0,0014, 6,2578, 0,0232, 10%, 100, 1 nap)

% 97 08 99 100 101 102 103 104

Alaptermék azonnali arfolyama

10. dbra
A Black-Scholes- és a csonkolt Lévy-alapt ar, valamint a csonkolt Lévy-alapt szdzalékos
korrekcid a Black-Scholes-ar felett 4 héttel a lejarat elStt

A call opci6 ara 20 nappal a lejérat el6tt logaritmikus skaldn

10'7
10°+
(o, 7, 4, 0,1, K, 1)
107" 1 (1,4745, 0,0014, 6,2578, 0,0232, 10%, 100, 20 nap)
107+ = = = = : : i
75 80 85 90 95 100 105 110
Alaptermék azonnali arfolyama
--- TLDar — BSar
(TLD ar - BS ar)/BS ar
4 —_
3 -
2 4
1 4
0 T il il il il il ]

75 80 85 90 95 100 105 110

Alaptermék azonnali arfolyama
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Perspektivak

Az id6fiiggetlen csonkolt Lévy-eloszlasos modelliink jol alkalmazhaténak bizonyult az arfoll
lyam-ingadozasok statisztikai modellezésére és opcidarazasra. A tovabbfejlesztéséhez elenll
gedhetetlentil sziikséges lenne a paraméterek olyan dinamizdlasa, amivel a kockazatkezelési
szempontbol rendkiviil fontos volatilitisklasztereket is le lehetne irni. Az elterjedt megkdzel
litésekkel, az ARCH-GARCH modellekkel mi is kisérleteztiink. Elsé tapasztalataink alapjan
az mondhatjuk, hogy a napi adatstirliség nem elégséges egy pontos paraméterbecsléshez,
mert ezek a modellek még erdsebben a farokeffektusokon alapulnak. A maximum likelihood
(ML) becslések alapjan integrdlt GARCH-modellre kovetkeztethettiink, és ezt késdbbi alapoll
sabb vizsgélataink nagy biztonsdggal ald is tdmasztottdk. A maximum likelihood médszer
mellett teszteltiik a Mantegna-Stanley [2000] altal javasolt modszert, miszerinta GARCH(1,1)
sztochasztikus volatilitasfolyamat paramétereit az empirikus szoras és kurtézis adatok rogzill
tésével szamithatjuk ki. Az igy specifikidlt GARCH-szimulacionk eredményéiil azonban nem
pontosan illeszkedd strtségfiiggvényeket sikertilt csak megkonstrudlni. Ennek oka a mért
kurtézis pontatlansiga. Egy masik hatranya a GRACH(1,1) folyamattal generalt sztochasztill
kus hozamoknak, hogy azok volatilitdsklaszterez8dési fiiggvénye tdl lassan cseng le. Egy
masik fejlesztési teriilet lehetne az empirikus strtségfiiggvény aszimmetrikus jellegének fil
gyelembevétele, példaul a jobb és bal oldalon eltér§ csonkolasi paraméter bevezetésével.
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