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BADICS TAMAS

Az arbitrazs preferenciakkal torténé karakterizaciojarol

Kéztudott, hogy az arbitrazsmentesség feltétele a befektet6k preferenciaival kap-
csolatban mindéssze a monotonitast tételezi fel, azonban kevésbé ismert, hogy a
folytonos idejli modellekben hasznalatos nincs ingyenebéd és a nincs elhalvanyu-
16 kockazat melletti ingyenebéd feltételek implicit médon milyen megkétéseket
tartalmaznak a befekteték preferenciaira vonatkozéan. A Frittelli [2004] altal beve-
zetett Ugynevezett piaci ingyenebéd fogalma segitségével nemcsak hogy lehetsé-
gessé valik az arbitrazsfogalmak és preferenciak viszonyanak formalis elemzése,
de segitségével egyrészt a pénziigyi matematika néhany klasszikus és mély ma-
tematikai allitasa egészen Uj, kozgazdasagi értelmezést kap, masrészt a prefe-
renciakon alapulé megkoézelités érdekes adalékokkal szolgal egy, a kézelmultban
- a kockazat versus bizonytalansag, pontosabban az ezzel szorosan 6sszefiiggé
objektiv versus szubjektiv valoszinliség kézgazdasagtanban jatszott szerepérdl -
kialakult vitahoz.*

Journal of Economic Literature (JEL) kod: D50, G11, G12, G13.

Az arbitrazselmélet egyik legfébb vonzereje abban all, hogy explicit médon nem ala-
poz a befektetdk preferencidira. Ez azonban nem jelenti azt, hogy implicit médon nem
tételez fel semmit a preferenciakrol. Azt szokas mondani, hogy az arbitrazsmentesség
a befektetdk preferenciaira vonatkozéan csak a monotonitast koveteli meg (példaul
Dybvig—Ross [1987]). Kevésbé ismert azonban, hogy az arbitrazsmentesség folytonos
idejli modellekben hasznalatos szigoritasai — igy a nincs ingyenebéd (Kreps [1981]) és a
nincs elhalvanyulé kockazat melletti ingyenebéd feltételek (Delbaen—Schachermayer
[1994]) — implicit moédon milyen megkotéseket tartalmaznak a befekteték preferen-
cidira vonatkozoan. Cikkiink egyik célkitiizése, hogy attekintse azokat az eredmé-
nyeket, amelyek arrdl szélnak, hogy az arbitrazsmentesség feltétele — illetve annak a
kiilonféle modellekbeli megfeleléje — milyen, a preferencidkra vonatkozo6 feltételekkel
helyettesithetd. Az ismertetett eredmények koziil az egyik legérdekesebb az az allitas
(Klein [2006]), hogy a nincsen ingyenebéd krepsi fogalma bizonyos értelemben koc-
kazatkeriil6 befektetot feltételez. Az eredmények puszta ismertetése mellett cikkiink-
kel egyrészt arra szeretnénk felhivni a figyelmet, hogy egy, a preferenciakon alapulo
megkozelitésben a pénziigyi matematika néhany klasszikus és mély matematikai 4al-
litasa egészen 1j, kozgazdasagi értelmezést nyer, masrészt a preferenciakon alapuld
megkozelités érdekes adalékokkal szolgdl egy, a kozelmultban a kockéazat versus bi-

* A szerz6 koszonetét fejezi ki Medvegyev Péternek, valamint két névtelen biralonak értékes megjegyzé-
seikért.
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zonytalansag, pontosabban az ezzel szorosan Osszefliggd objektiv versus szubjektiv
valoszinliség kozgazdasagtanban jatszott szerepérol kialakult vitahoz (Bélydcz [2011],
Medvegyev [2011] és Szdz [2011]).!

Arbitrazs és az eszkdzarazas alaptétele

Véges valoszintiségi mezdt feltételezve, akkor mondjuk, hogy egy pénzpiacon nincs ar-
bitrazs, ha nem létezik olyan kereskedési stratégia, aminek révén nulla kezdeti vagyonbdl
kiindulva pozitiv valdsziniiséggel nyerhetiink a veszteség kockazata nélkiil. Mondaniva-
16nk szempontjabol kiemelt jelentéségli az tigynevezett pénziigyi eszkdzok arazasanak
alaptétele, amely arra ad valaszt, hogyan tudjuk matematikailag karakterizalni azokat a
modelleket, amelyekben nem létezik arbitrazs. Az allitas kimondasahoz sziikségiink van a
martingal fogalmara, ami a sztochasztikus folyamatok egy specialis osztalyat jeloli.

Egy sztochasztikus folyamat martingal, ha tetsz6leges ¢ > s id6pontokra teljesiil, hogy a
sztochasztikus folyamat #-edik idGpillanatbeli értékének az s-beli informaciok alapjan vett
varhato értéke megegyezik a folyamat s-beli értékével. A martingaltulajdonsag lényege
legegyszeriibben a szamegyenesen vett véletlen bolyongas fogalmabol kiindulva érthetd
meg. Képzeljiik el, hogy az origébol kiindulva, minden periddusban egyenldé valdszinii-
séggel vagy jobbra vagy balra 1épiink egyet. Ekkor minden #-re, a f-edik id6pontbeli hely-
zetiink egy valdszinliségi valtozo. Ha torténetesen a t-edik id6pillanatban a szamegyenes
a pontjaban vagyunk, akkor ebbdl a r-edik idopontbol tekintve a ¢ + 1-edik pillanatbe-
li helyzetiink varhaté értéke éppen a lesz, és ez természetesen fiiggetlen attdl, hogyan
jutottunk az a helyzetbe. A pénziigyi eszkdzok drazasanak alaptétele’ kissé pongyolan
megfogalmazva azt allitja, hogy egy értékpapirpiacon akkor nincs ,,arbitrazs”, ha létezik
egy az eredetivel ekvivalens valosziniiségi mérték,* amelyre vonatkozoan az értékpapirok
diszkontalt arait leir6 folyamat egy bizonyos értelemben ,,martingal”, vagyis létezik olyan
uj valoszinliségi mérték, amely alatt pénziigyi eszk6zok segitségével nem lehet sziszte-
matikusan atlagban nyerni. Hogy egészen pontosak legyiink, az allitas ebben a formaban
inkabb csak egy alapelv, ami akkor valik ténylegesen igazolhat6 allitassa, ha pontosan
definidljuk az arbitrazsmentesség és martingal fogalmait.

Ha a martingdlmérték egyértelmi, akkor az egyfajta arfunkciondl szerepét tolti be,
mivel a kockazatos kifizetések jelenlegi ara éppen a diszkontalt kifizetés martingadlmér-
ték szerinti varhato értéke lesz. Mivel a korai szakirodalomban a martingalmérték mint
arazofunkcional jelenik meg, €s az alaptétellel Osszefiiggésben a martingal fogalmanak
hasznalata csak a hetvenes évek végétdl valt altalanossa, ezért martingalmérték helyett az
egyszeriiség kedvéért idonként inkabb arazéfunkcionalra fogunk hivatkozni.

Az arbitrazsmentesség végso soron azt allitja, hogy a lehetséges kompozit termékek kozott
csak egy olyan van, amely nem negativ, nevezetesen az azonosan nulla.* Vagyis az arbit-
razsmentesség azt allitja, hogy két halmaz csak egy kozos pontban metszi egymast.® A koz-
gazdasagi matematikaban trivialisan ismert észrevétel, hogy ez a helyzet jol jellemezhetd a

' Az idézett cikkek egy az Alapitvany a Pénziigyi Kultara Fejlesztésére altal 2011 tavaszan, a Nemzetk6zi Ban-
karképz6 Kozpontban rendezett mithelyen elhangzott eldadasok irott valtozatai.

2 A fundamental theorem of asset pricing elnevezést hasonlo értelemben eldszor P. H. Dybvig és R. A. Ross
hasznalta (Dybvig—Ross [1987]).

3 Két mérték ekvivalenciaja azt jelenti, hogy mindkét mérték szerint ugyanazok a nullmértékii halmazok.

4 Vagyis nem lehet olyan portfoliot dsszeallitani, amely 1 valdszinliséggel nem negativ, mikozben pozitiv va-
16szintiséggel pozitiv.

3 Egészen pontosan arrol van szo, hogy a lehetséges portfoliok halmaza és a nem negativ valosziniiségi valtozok
halmaza csak egy pontban — a nulla pontban — metszik egymast.
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szeparalo hipersikokrol szolo tétellel.® A tétel hasznalatahoz két dolgot kell tenni: biztositani
kell, hogy a halmazok konvexek legyenek, s biztositani kell, hogy zartak legyenek.

A konvexitas feltétele altalaban viszonylag egyszerlien garantalhato, elég feltenni, hogy a
lehetséges stratégiak konvex modon kombinalhatok legyenek. A dolog emlékeztet a jatékel-
meélet kevert stratégidinak bevezetésére. A stratégiai halmazok konvexitasa egy olyan bevett
és rutinszeriien hasznalt feltétel a kozgazdasagi elméletben, amelynek hasznalata joszerével
mar fel sem tlinik. Mig a stratégiai halmazok konvexitasa példaul az altalanos egyensuly-
elméletben széles korben hasznalt, de azért vitatott feltétel, a pénziigyi elméletben minden
tovabbi nélkiil elfogadott.” A pénziigyi elméletben a konvexitéas eléréséhez egyediil azt kell
feltenni, hogy a pénziigyi termékekbdl szabadon portfoliot lehet csinalni, vagyis szabadon
vehetjiilk a termékek linearis kombinacidit. Az egyediili Gjszerlinek mondhatd probléma,
hogy lehet-¢ a termékek negativ egyiitthatoji kombinacidit venni, vagy sem.®

Miként latni fogjuk, a probléma az elvalasztandé halmazok zartsagaval van, amely
zartsag biztositasa az alabb ismertetett tételek bizonyitasanak legfébb nehézsége. Ennek
oka, hogy természetes modon a pénziigyi elmélet valoszinliségi valtozokkal foglalkozik,
¢és valoszinliségi valtozok esetén mar maganak a konvergencianak a fogalma sem egy-
értelmti. Masképpen fogalmazva, a pénziigyi elmélet megalapozasat ado arbitrazstételek
matematikai szempontbol lényegében megegyeznek a kozgazdasagi elmélet teriiletén
hasznalt szokasos dualitdsi eszkoztarral. A matematikai eszkdztar elvi szintjén az eltérés
egyediil abbol szarmazik, hogy mivel a modellek dinamikusak és sztochasztikusak is,
ezért a matematikai objektumok, amelyek korében a konvex analizis szokdsos gondola-
tait alkalmazni kell, matematikailag nagyon bonyolultak. Mig véges dimenzids esetben a
stratégiai halmaz trivialisan zart, mivel tetszbleges topologikus vektortér véges dimenzids
altere zart, a relevans dinamikus sztochasztikus modellekben — példaul, amikor az id6-
horizont végtelen, vagy az idéparaméter folytonos, vagy csak egyszerlien nem végesen
generalt a valosziniiségi mezd — a feltételes kovetelések tere tipikusan végtelen dimenzios,
¢és — ahogy funkcionalanalizisbdl tudjuk — ilyenkor a matematikai problémak zoéme topo-
l6giai természeti, igy tobbek kozott a stratégiai halmaz zartsaga sem fog automatikusan
teljesiilni. Mig azonban a szepardciohoz sziikséges zartsag példaul a végtelen dimenzi-
0s altalanos egyensulyelméletben viszonylag egyszeriien biztosithatd, a szemimartingal-
arfolyamatokon alapul6é Delbaen—Schachermayer-elméletben ez a kifizetések mogott allo
sztochasztikus integralfolyamatok rendszerének strukturalis tulajdonsagain mulik.’

Az arbitrazselméletben, az emlitett topoldgiai problémékon tulmenden kiilon problémat
okoz a végtelen szamu kereskedési periodus létezése. Végtelen szamu kereskedési perio-
dus esetén, korlatlan eréforrasra tamaszkodva, az ugynevezett duplazasi stratégiat kovet-
ve, 1 valosziniliséggel biztos pozitiv kifizetéshez juthatunk, ezért ezeket a stratégiakat ki

© Ezt az elvet szamtalan tételben hasznaljuk. Joszerével ez az elsé olyan gondolat, amivel egy matematikus
kozgazdasz tanulmanyai soran megismerkedik. A linearis programozas dualitasi tétele, a joléti kozgazdasagtan
masodik tétele, a Kuhn—Tucker-tételek, a jatékelmélet nyeregponttételei stb. A dualitaselméleten — kissé leegysze-
rlisitve — azokat a matematikai eredményeket értjiik, amelyek a konvex halmazok hipersikkal valo elvalaszthato-
sagara épiilnek.

7 Valojaban a konvexitas a pénziigyi eszk6zok teriiletén joval természetesebb, mint az altalanos egyensulyelmé-
letben. Az oszthatatlansag megkdvetelése mindig is az altalanos egyensulyelmélet kritikdjanak egyik eleme volt.
Az oszthatatlansag kérdése a pénziigyekben nem jatszik szerepet.

8 Erdekes modon a matematikai elméletben az egyik legfontosabb kézgazdasagilag inspirdlt attorés a feltételes
optimalizacioban a nem negativ valtozok bevezetése és az ebbdl eredd komplikaciok kezelése volt. Ez nagyban
hozzajarult a konvex analizis kidolgozasahoz. Mivel a pénziigyekben az egyes valtozok lehetnek negativak is
(vagyis megengedett a rovidre valo eladas), a stratégia halmazok altalaban alterek, ami a targyalast egyszerisiti.

9 Altalanos esetben az alaptétel bizonyitasdnak legnehezebb része annak bizonyitasa, hogy az elérhet kifi-
zetések halmaza a ,,nincs elhalvanyuld kockazat melletti ingyenebéd” feltétel teljesiilése esetén gyenge—csillag
zart, ami alapveten azon az allitason alapul, hogy egy rogzitett szemimartingal szerinti sztochasztikus integralok
halmaza a szemimartingalok kvazinormalt terének zart altere (Mémin [1980], lasd Medvegyev [2007b]).
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kell zarnunk a lehetséges stratégiak koziil. Ennek eredményeképpen a stratégiai halmaz
altalanos esetben mar nem altér, hanem csak kup lesz (Harrison—Pliska [1981]).

Végiil érdemes megjegyezni, hogy a szeparald hipersik 1étezésének bizonyitasa az arbit-
razselméletben és a kozgazdasagtanban analog problémakat vet fel, noha azok megoldasa
Iényegesen eltérd. A véges dimenzids modell egy kedvezd tulajdonsaga, hogy a primer
tér (altalanos egyensulyelméleti terminoldgiat hasznalva: a joszagtér, vagyis esetiinkben a
feltételes kovetelések tere) és a dualis tér (vagyis az arrendszert, specidlisan a martingal-
mértéket tartalmazo tér) ugyanabban a koordinatarendszerben abrazolhat6. Altalanosabb
¢és egy kicsit precizebb megfogalmazasban, tetszéleges n-dimenzios szeparalt topologikus
vektortér topologikusan izomorf' az n-dimenzios euklideszi térrel, igy ebben az esetben
nincs értelme sem egy absztrakt topologiafogalom bevezetésének, sem a primer- és dualis
terek megkiilonboztetésének. Végtelen dimenzids topologikus vektortérben azonban a to-
pologia megvalasztasa mar nem egyértelmii, ezért joval nehezebb biztositani, hogy mind
a primertér, mind annak topologikus dudlisa" illeszkedjen a kdzgazdaséagi problémahoz.
Végtelen dimenzids esetben explicit moédon meg kell kiilonboztetni a primerteret a dua-
lisatol, és ebben az esetben a szeparald hipersikoknak a dudlis tér elemei felelnek meg.
Kézenfekvd, hogy a feltételes kovetelések terének valamilyen L? teret valasszunk. Ekkor
azonban ugyanazzal a matematikai problémaval talaljuk szemben magunkat, amivel az al-
talanos egyensulyelmélet is sokaig kiiszkddott az 1950-es, az 1960-as és az 1970-es évek-
ben. Az altalanos egyensulyelméletben a joszagtér dltaldban valamely L? tér, az egyensulyi
arrendszer pedig egy, a joszagtéren értelmezett folytonos linedris funkciondl, vagyis az
L? dualisanak eleme. Barhogy is valasztjuk meg a p-t, a klasszikus Hahn—Banach-tipusu
tételek mechanikusan nem alkalmazhatok. Ha p < oo (példaul Duffie—Huang [1986],
Harrison—Kreps [1979] és Dalang—Morton—Willinger [1990]), akkor problémat okoz,
hogy az L” tér pozitiv ortansanak nincs belsd pontja, ezért a Hahn—Banach-féle szeparaci-
0s tétel nem alkalmazhato. Ha viszont p = oo, akkor, mivel az L™ térnek a dualisa egy, az
L'térnél bévebb halmaz, az arrendszer nem feltétleniil reprezentdlhatd skalarszorzatként,
vagyis esetiinkben integralként (Jones [1986] és Lucas—Stokey [1989]). A legtobb kozgaz-
dasagi alkalmazasban, igy altalaban a pénziigyekben is, a joszagtér az L™ tér. Az altalanos
egyensulyelméletben az arrendszer L'-beliségét ilyenkor a preferencidkra vonatkozd meg-
kotésekkel lehet biztositani (példaul Bewley [1972] és Prescott—Lucas [1972]). Nem nyil-
vanvald azonban, hogy az arbitrazselméletben alkalmazott, a martingdlmértékhez tartozoé
Radon—Nikodym-derivalt L'-beliségét eredményezd szokasos feltételeknek mi koze van a
befektetok preferenciaihoz. A dolgozat egyik célja ennek a kapcsolatnak a tisztazasa.

Az alaptétel irodalmanak rovid attekintése'

A martingalmérték 1étezésérdl szolo elso allitast Harrison—Pliska [1981] bizonyitjak arra
az esetre, amikor a valosziniiségi mez0 végesen generalt. Azota a tételnek szamos altalano-
sitasa sziiletett. Ezek koziil az egyik legismertebb a Dalang—Morton—Willinger-tétel,”* ami
mar teljesen altalanos valdszinliségi mez6bdl indul ki, de felteszi, hogy az idéparaméter
diszkrét, €s az iddhorizont véges. Sajnos, altalanosabb modellekben az arbitrazsmentesség

10 Vagyis algebrailag izomorf és homeomorf.

' Vagyis a primertéren értelmezett folytonos, linearis funkcionalok tere.

12 Terjedelmi okok miatt ebben az alfejezetben nem toreksziink teljességre, tobbek kozott nem kivanunk fog-
lalkozni az alaptétel Girsanov-transzformacion alapuld bizonyitasaival, valamint az alaptétel surlodasos model-
lekre vald kiterjesztéseivel sem. Az alaptétellel kapcsolatban tovabbi irodalmi utalasokat talalhatunk Delbaen—
Schachermayer [1994]-ben, valamint Karatzas—Shreve [1998]-ban.

13 Lasd Dalang—Morton—Willinger [1990], egy modernebb feldolgozasban: Medvegyev [2002], [2006].
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megkotése nem feltétleniil biztositja a martingalmérték 1étezését, ezért példaul diszkrét
idoparaméter, de végtelen id6horizont vagy folytonos kereskedés esetén sziikségiink van
az arbitrazsmentességnél erdsebb, topologiai megkdtést is tartalmazo nincs ingyenebéd
vagy a nincs elhalvanyulé kockazat melletti ingyenebéd feltételekre. Utobbi fogalmak for-
malis definidlasdhoz vezessiink be néhany jeldlést.

A tovabbiakban S legyen egy rogzitett szemimartingal."* Valamely H el6re jelezhetd
folyamat S szerinti sztochasztikus integraljat H « .S modon, az integralfolyamat értékét a -
edik idépontban (H * S)(f) moédon fogjuk jeldlni. A H « S sztochasztikus integral értelmez-
heté mint egy S diszkontalt arfolyammal rendelkezd eszkdzbe vald olyan befektetés nettd
eredménye, amely befektetés idobeli alakulasat a H folyamat irja le. A H folyamatot fogjuk
kereskedési stratégianak is nevezni. Mint azt emlitettiik, végtelen sok kereskedési periddus
esetén ki kell zarnunk a — korlatlan er6forrasokra timaszkodo — duplazasi stratégia lehetd-
ségét, ezért le kell sziikiteniink a lehetséges stratégiak halmazat. Az S-integralhatd, elore
jelezhetd H folyamatot a-megengedettnek nevezziik, ha minden ¢ > 0-ra (H * S)(f) > —a. A
folyamat megengedett, ha Iétezik egy a pozitiv valés szam, amelyre a folyamat a-megen-
gedett. Definialjuk a K, konvex kupot a kovetkezdképpen:

K, = {(H * S)(c0): ahol a hatarérték 1étezik, és H megengedett folyamat}."

A tovabbiakban élni kivanunk a dijmentes lomtalanitas feltevésével, ennek megfeleléen
jeloljik Cy-lal a K, -beli elemekkel dominalhat6 fiiggvények kupjat, azaz legyen C, = K;—
L°+, legyen C= C, N L™, tovabba jeldljiik L7, -szal a nullmértékii halmaztol eltekintve, nem
negativ, de egy pozitiv valoszinliségli halmazon pozitiv L>-beli kifizetések halmazat. Ha
egy L7 -beli kifizetés benne van a C halmazban, akkor arbitrazsrol, ha benne van a C hal-
maz gyengecsillag-topoldgia szerinti lezartjaban, akkor ingyenebédrdl, ha pedig benne
van a C halmaz L™ tér normaja szerinti lezartjaban, akkor elhalvanyuld kockazat melletti
ingyenebédrodl beszéliink. Ezen a ponton érdemes egy kicsit elgondolkodnunk az elhalva-
nyuld kockazat melletti ingyenebéd kozgazdasagi tartalman. Az elhalvanyuld kockéazat
melletti ingyenebéd tehat egy L7 -beli kifizetés, amely kereskedés révén tetszolegesen és
egyenletesen kozelithetd. Vagyis akkor létezik elhalvanyulo kockazat melletti ingyenebéd,
ha létezik egy olyan L7 -beli kifizetés, hogy tetszéleges e-hoz létezik egy kereskedési stra-
tégia, amely nulla valdszintiségi halmaztol eltekintve minden kimenetel esetén e-nal job-
ban kozeliti az adott kifizetést, specidlisan a lehetséges veszteségek maximuma is kisebb
marad, mint €. Mivel az ingyenebéd-fogalom esetében az egyenletes kozelités helyett a
— nem metrizalhato — gyengecsillag-topologiaban vett kozelitést kell alkalmaznunk, ezért
ez utobbi fogalom a fenti mdédon nem interpretalhato.

Folytonos idejii modellben elészor Kreps [1981] igazolta azt az allitast, hogy a nincs
ingyenebéd feltétele egyenértékii az ekvivalens martingdlmérték l1étezésével. Bar Kreps
ezen eredménye mar 4ltalanos szemimartingal-modellekre is kdnnyen altalanosithato,' az

14 Szemimartingalnak nevezziik azokat a folyamatokat, amelyek elééllithatok egy minden korlatos idGinter-
vallumon korlatos valtozasu folyamat és egy lokalis martingal 6sszegeként, a lokalismartingél-tulajdonsag pedig
kissé leegyszeriisitve azt jelenti, hogy létezik a véletlentdl fliggd intervallumoknak egy a teljes szamegyenest
lefed rendszere, hogy az azokra megszoritott ¢és azokon kiviil konstansnak definialt folyamat minden esetben
martingal. A szemimartingalrol elegendd annyit tudnunk, hogy az a sztochasztikus folyamatoknak egy megle-
hetdsen altalanos osztalyat jeloli, mely magéaban foglalja példaul a Poisson-folyamatokat, az It6-folyamatokat, a
diffizios folyamatokat, valamint a Lévy-folyamatokat is, és a legaltalanosabb sztochasztikus folyamat, ami szerint
egy viszonylag jo tulajdonsagokkal rendelkez6 sztochasztikus integralt lehet definialni. A szemimartingalokkal és
a szemimartingal szerinti integralas problematikajaval a sztochasztikus folyamatok altalanos elmélete foglalkozik.
A teriilet klasszikus, és maig leggyakrabban hivatkozott monografidja Dellacherie-Meyer [1976/1980], moder-
nebb feldolgozasban pedig lasd Medvegyev [2007a].

15 Belathato, hogy ha teljesiil az arbitrazsmentesség, akkor a végtelenben vett hatarérték 1étezik.

1 Erre az eredményre a tovabbiakban Kreps—Yan-tétel néven fogunk hivatkozni.
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ebben szerepld nincs ingyenebéd fogalma, sajnos, kozgazdasagtanilag nehezen értelmez-
hetd. Szemimartingal-modellekre a probléma kielégitének tekintheté megoldasat végiil is
F. Delbaen és W. Schachermayer adjak meg. Delbaen—Schachermayer [1994] bebizonyit-
ja, hogy egy lokalisan korlatos szemimartingal-modellben a nincs elhalvanyuld kockazat
melletti ingyenebéd egyenértékii az ekvivalens lokalis martingdlmérték létezésével (a tétel
egy feldolgozasa megtalalhatd Badics—Medvegyev [2009]-ben), Delbaen—Schachermayer
[1998] pedig — 1ényegesen eltéréd megkdzelitést alkalmazva — bebizonyitotta, hogy az alap-
tétel kiterjeszthetd a nem feltétleniil lokalisan korlatos esetre is. Ebben az esetben azonban
a nincs elhalvanyulé kockazat melletti ingyenebéd az ekvivalens o-martingdlmérték'” 1é-
tezésével egyenértékii.'

Delbaen és Schachermayer eredményeinek fenti targyalasaban, az eredeti cikkel 6ssz-
hangban, csak egydimenzios részvényar-folyamatokkal foglalkoztunk. A szerz6k azon-
ban megjegyzik, hogy az altaluk adott bizonyitds minden nehézség nélkiil altalanositha-
té tobbdimenzids folyamatokra, vagyis arra az esetre, amikor a kockazatmentes kotvény
mellett tobb alaptermékkel is kereskednek a piacon. Nem vilagos azonban, hogy ebben az
esetben mit értiink tobbdimenzids sztochasztikus integralon. Vajon a kereskedési stratégia
nyereményét definialhatjuk-e tigy, hogy komponensenként (eszk6zonként) vessziik az in-
tegralt, és aztan az igy kapott sztochasztikus integralokat 6sszeadjuk? A legtobb, Wiener-
folyamatokra épiilé alkalmazasban ez megtehetd, és nem jelent megszoritast. Cherny
[1998] azonban megmutatta, hogy altalanossagban ez az Ut nem jarhato, és az alaptétel
bizonyitasa ilyen mddon nem vihetd 4t tobbdimenzids folyamatokra, mert tobbdimenzios
esetben a komponensenkénti integralra — ellentétben az ugynevezett sztochasztikus vektor
integrallal — nem teljesiil az igynevezett Mémin-tétel, ami a Delbaen—Schachermayer-tétel
bizonyitasaban kdzponti szerepet jatszik. Az n-dimenzios Wiener-folyamatokra €piilé mo-
dellek esetében a két integralfogalom ekvivalens, igy a Mémin-tétel itt a komponensenkén-
ti integralra is teljesiil. Az altalanos esetben a vektorintegral fogalma a komponensenkénti
integral fogalmanak kiterjesztése az integrandusok egy bévebb osztalyara. Ennélfogva
komponensenkénti integral helyett vektorintegralt alkalmazva, az arbitrazsmentességnek
egy erésebb fogalmahoz jutunk. Cherny [1998] bemutat egy olyan tobbdimenzios lokalisan
korlatos szemimartingalt, amire teljesiil a ,,komponensenkénti” nincs elhalvanyul6 kocka-
zat melletti ingyenebéd feltétel, mégsem létezik hozza ekvivalens o-martingalmérték," bi-
zonyitva ezzel, hogy a sztochasztikus vektorintegral fogalma a pénziigyi matematikaban
valdban fontos szerepet jatszik.

A Delbaen—Schachermayer-tétel a pénziigyi matematika egyik csucsteljesitménye.?
Bizonyitasa igen hosszadalmas, és a funkcionalanalizis, valamint a sztochasztikus folya-
matok — P. A. Meyer és a strassbourgi iskola matematikusai altal az 1960-as évek végétol
kezdve kidolgozott — altalanos elméletének mély eredményeit hasznalja. F. Delbaen és W.
Schachermayer eredménye széles korben ismert, €s szamos szerz6 hivatkozza (példaul
Elliott—Kopp [2005], Karatzas—Shreve [1998] és Kiraly—Szaz [2005]), azonban a felhasz-
nalt mély matematikai apparatus miatt annak bizonyitasa a k6zgazdasz szamara nehezen
megkozelithet. Kevésbé ismert azonban, hogy az alaptételnek létezik egy kozgazdasag-
tanilag a Delbaen—Schachermayer-tétellel azonos tartalmi és mélységt, Frittelli nevé-

7 Egy X folyamat o-martingal, ha 1étezik egy M lokalis martingal, és egy M-integralhat6 H folyamat, hogy
X=X,+H-*M.

18 Az eredeti 1994. évi cikk gondolatmenetét hasznalva, Kabanov [1997] 4j bizonyitast adott az alaptétel nem
feltétleniil lokalisan korlatos esetére, megmutatva, hogy a C kup gyengecsillag-zartsaga ekkor is teljesiil.

19 A o-martingal fogalma lokalis korlatos esetben megegyezik a lokalis martingal fogalmaval.

20 A Bichteler—Dellacherie-tételbdl tudjuk, hogy a szemimartingal a legéaltalanosabb sztochasztikus folyamat,
amely szerint egy viszonylag j6 tulajdonsagu sztochasztikus integral definidlhato, ezért a Delbaen—Schachermayer-
tétel a maga nemében igen altalanos allitas.
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hez fiz6d6 valtozata (Frittelli [2004], [2007]), amely az arbitrazsmentesség preferencidk
segitségével torténd karakterizaciojan alapul, és amelynek bizonyitasa joval egyszeriibb
matematikai eszkozoket igényel. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ez az allitas és a
Frittelli altal bevezetett ugynevezett piaci ingyenebéd fogalma az arbitrazsmentesség és a
preferencidk viszonyanak megértéséhez kulcsfontossagt.?!

Az arbitrazsmentesség és a preferenciak viszonya

A nincs arbitrdzs megkovetelése a pénziigyekben széles korben elfogadott, és kozgazda-
sagtanilag is indokolt, hiszen az arbitrazslehetdség létezése kizarna mind az egyensuly
1étezését, mind a befekteté haszonmaximumanak elérését, ugyanis egy arbitrazslehet6-
ség létezése esetén — a koltségvetési korlattol fiiggetleniil — barmely allapotban az arbit-
razslehetdség kihasznalasaval a hasznossag ndvelhetd. Mivel az arbitrazslehetéség min-
den monoton preferenciarendezéssel rendelkezd befektetd szamara lehetetlenné teszi a
haszonmaximum elérését, ezért az arbitrazsmentesség kritériuma mogott nyilvanvaloan
meghtzodik az a preferencidkra vonatkozo eldfeltevés, miszerint a befektetd szamara a
tobb az jobb, vagyis a befektetd monoton preferenciarendezéssel rendelkezik. Ez utéb-
bi allitds magyarazataban azonban a legtdbb szerzé (példaul Dybvig—Ross [1987]) nem
megy tul a fenti ténymegallapitason, és kevésbé ismertek azok az eredmények, amelyek
formalizaltan vizsgaljak azt a nem trivialis kérdést, hogy az arbitrazsmentesség és az az-
zal rokon erdsebb feltevések burkoltan hogyan kotik meg a befektetdk preferenciajat. A
tovabbiakban megsziiletésiik idérendjében mutatjuk be azokat az eredményeket, amelyek
az arbitrazs és a preferenciak kapcsolatanak megértéséhez kozelebb visznek. Mivel az ar-
bitrazsmentesség feltételezése egyenértékli az arazéfunkcional 1étezésével, ezért eldszor
azt vizsgaljuk, hogy a preferenciakbol milyen modon szarmaztathat6 az arazofunkcional.
Ehhez induljunk ki az altalanos egyensulyelmélet Arrow—Debreu-féle modelljébdl.

Mint ismeretes, az eredetileg determinisztikus altalanos egyensulyelméletet a feltételes
joszag fogalmanak bevezetésével eldszor Arrow [1953] alkalmazta olyan helyzet leirasara,
ahol a szerepl6k induldkészletei bizonytalanok, vagyis fiiggnek a megvalosulé vilagalla-
pottol. Az otletet késobb Debreu [1953] altalanositotta.

Vegylink egy M szamu szerepl6bdl allé cseregazdasagot! Tegyiik fel, hogy a gazda-
sag szerepldi K szamu joszagot fogyasztanak, és ezekbdl a joszagokbol az egyes egyének
rendelkezésére allo mennyiségek a bekovetkezd vilagallapot fliggvényei, és az allapottér,
vagyis a lehetséges vilagallapotok halmaza egy véges halmaz. Tegyiik fel, hogy a gazda-
sag szerepldi kereskedhetnek tgynevezett feltételes joszagokkal, és alkalmazzuk a deter-
minisztikus altalanos egyenstlyelméletet a feltételes joszagok piacara. A k-adik joszag-
hoz és egy adott kimenetelhez tartozd egységnyi feltételes joszag egy olyan jog, amely az
adott kimenetel esetén egységnyi, minden mas kimenetel esetén nulla mennyiségii — fel-
tétel nélkiili — k-adik joszagot biztosit a jog birtokosanak. Ugy is mondhatnank, hogy a
feltételes joszagok valdjaban a fizikai joszagokra szo6lo feltételes kovetelések. Feltessziik
tehat, hogy a gazdasag szerepl6i az elsd periddusban — még mielbtt tisztdban lennének
azzal, hogy ténylegesen melyik vilagallapot kovetkezett be — kereskedhetnek a feltételes
joszagok piacan.” Ilyen modon tehat az eredetileg K dimenzids joszagteret egy KS di-
menziods joszagtérré bovitettiik ki. Tegyiik fel, hogy a szereplok mindegyike rendelkezik

2! Az alaptétel elemi szintii targyalasa megtalalhato példaul Pliska [1997], Medvegyev [2002], [2009] miivekben
(utobbi talan a tétel legelegansabb, egy egyszert dualitasi technikan alapulé bizonyitasa), az alaptétel, illetve az
azon alapul6 kockazatsemleges arazas kamatlabmodellekre valo alkalmazasaval kapcsolatban érdekes adalékokat
talalhatunk a nemrégiben megjelent Medvegyev—Szaz [2010] konyvben.

22 Hangsulyozzuk, ebben a periddusban nem joszagok, csupan a fenti értelemben vett ,,jogok™ cseréje torténik.
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egy, az ezen a joszagtéren értelmezett preferenciarendezéssel. Tegylik fel tovabba, hogy a
masodik periddusban az egyes szereplok altal a tényleges fizikai — vagyis nem feltételes —
j6szagokbol birtokolt mennyiség fiigg a kimeneteltdl. Ekkor a — determinisztikus — walrasi
egyensuly fogalmat a most bevezetett feltételes joszagokra alkalmazva az Ggynevezett
Arrow—Debreu-egyensuly fogalmahoz jutunk, ¢és az altalanos egyensulyelmélet szokasos
feltevései mellett az egyensulyi arrendszer 1étezik.

Ha a joszagok koziil egyet pénznek tekintlink, akkor az ennek egységére vonatkozd,
a ténylegesen realizalodott vilagallapottol fiiggd feltételes koveteléseket Arrow—Debreu-
értékpapiroknak szokds nevezni. Az w kimenetelhez tartozé Arrow—Debreu-értékpapir
tehat egy olyan feltételes kovetelés, amely az w kimenetel esetén egységnyi, minden mas
kimenetel esetén nulla kifizetést biztosit a kovetelés birtokosanak. Az Arrow—Debreu-
értékpapirok egyensulyi arai tulajdonképpen a kimenetelekhez rendelnek szamértékeket,
amely szamértékek egy korlatos mértéket definialnak. Ennek a mértéknek a normalasa-
val a kimenetelek arai egy valoszinliségi mértéket hataroznak meg. Ha a valdsziniiségi
mez0 végesen generalt, akkor minden feltételes kovetelés eldallithaté az Arrow—Debreu-
értékpapirok linearis kombinacidjaként. Ebbol kdvetkezden tobbek kozott 1étezik kocka-
zatmentes értékpapir. Ezek utdn mar kdnnyen belathato, hogy tetszdleges értékpapir elsé
periddusbeli egyensulyi ara éppen a kockazatmentes értékpapir hozama szerint diszkontalt
masodik peridodusbeli lehetséges arainak imént megkonstrualt mérték szerinti varhato ér-
téke lesz. Vagyis a mi terminoldgiank szerint a diszkontalt arfolyam az ily modon definialt
fiktiv’” valdszinfiség szerint martingal.”® Ezt a mértéket Arrow [1970] kockazatsemleges
valosziniiségnek nevezi.

Az Arrow—Debreu-értékpapirokkal valo kereskedés modellje valojaban nem tulsagosan
¢letszerli, de a modellnek van egy — empirikus kezelhetdség szempontjabol — nem elha-
nyagolhatd kovetkezménye. Ha az altalanos egyenstlyi megkozelités helyett egy parcialis
egyensulyi megkozelitést alkalmazva feltételezziik, hogy a kereskedett értékpapiroknak
nemcsak a masodik periddusbeli kifizetései, de az elsé peridodusbeli arai is adottak, ak-
kor az emlitett 0sszefiiggésbol a martingalmérték mar meghatarozhato. Ha eltekintiink az
Arrow—Debreu-értékpapirokkal valo kereskedéstol, de feltessziik, hogy a 1étez6 értékpapi-
rokkal vald kereskedés révén minden lehetséges jovébeli pénziigyi kifizetés eléallithato,*
vagyis elég sokféle értékpapir van a piacon ahhoz, hogy kifeszitsék a logikailag lehetséges
kifizetések halmazat, akkor a jovobeli kifizetések a preferenciaktdl — specidlisan a kocka-
zattal szembeni attitidt6l — fiiggetleniil* bearazhatok.

De térjiink most vissza az altalanos egyensulyi megkozelitéshez! Arrow [1953] megjegy-
zi, hogy a fenti Arrow—Debreu-féle egyensulyi elosztas megkaphatd olyan modon, hogy
feltessziik, a szereplok az elsé peridodusban csak Arrow—Debreu-értékpapirokkal keres-
kedhetnek, a masodik periddusban pedig kereskedhetnek a joszagok piacan. A magyarazat
egyszeri. Ha a szerepldk kereskedhetnek a masodik periodusban a fizikai joszagokkal,
akkor az els6 periodusbeli kereskedés egyetlen célja az, hogy a szereplok megosszak a va-
sarloerejliket az egyes vilagallapotok kozott. Ezzel az eljarassal az eredetileg SK szamu jo-
szagot tartalmazo hataridds piac mar csak egy S szamu joszagbol 4ll6 piacca zsugorodott.
Ahhoz azonban hogy a szereplék ne csak a pénzben mért vasarlderejiiket tudjak simitani,
hanem a tényleges fogyasztasukat is, eldre kell latniuk a masodik peridodusbeli azonnali

2 Két idoperiodus esetén, ha az elsé idépontban nincsenek valodi valoszinliségi valtozok, akkor a martingal
tulajdonsag pontosan azt jelenti, hogy a masodik periddusban realizalodo valdszintiségi valtozé varhatd értéke
éppen az elsd periddusban felvett érték.

24 Mas szoval feltételezziik, hogy a piac teljes.

23 Egészen pontosan arrdl van sz6, hogy nincs sziikség a hasznossagi fliggvények explicit szerepeltetésére, de
valdjaban az arbitrazsmentesség feltétele implicit modon feltételezi a preferencidk monotonitasat.



Az arbitrazs preferenciakkal torténd karakterizaciojarol 735

arakat,” és csak akkor beszélhetiink egyensulyrol, ha a szerepldk varakozéasai konziszten-
sek a modellel, vagyis egyenstilyban minden egyes kimenetelre vonatkozéan az azonnali
arakra vonatkozo varakozasok megegyeznek a tényleges egyensulyi azonnali arakkal.

A fenti gondolatot késébb Radner [1972] formalizalta és altalanositotta tobb periodus
esetére. Az tigynevezett Radner-egyensuly abban az esetben is értelmezhetd, ha Arrow—
Debreu-értékpapirok helyett csak néhany kockazatos értékpapirral kereskedhetnek a gaz-
dasag szerepldi, ezaltal a Radner-egyensuly fogalma fontos kiindulépontjava valt mind a
pénzpiacok egyensulyi elméletének, mind a nem teljes piacok elméletének. Megmutathat6,
hogy a martingalmérték ebben az esetben a Radner-egyensuly elsérendi feltételeibdl szar-
maztathatd. A martingalmérték ebben a modellben azt mutatja meg, hogy adott w kime-
netel esetére egy potlolagos egységnyi w kimenetelhez tartozd Arrow—Debreu-értékpapir
hanyszoros haszonndvekményt eredményez az egy potlolagos egységnyi elsd periddusbeli
biztos vagyonndvekedés haszonndvekményéhez képest.

Az altalanos egyensulyelméleti megkozelitésrél most térjiink at egy olyan parcialis
egyensulyi modellre, melyben a fent emlitett korlatozott szamu pénziigyi eszkdz ara adott.
Ekkor egy teljes modellben az arazasi probléma megoldasahoz a fentiek alapjan az egyen-
suly feltételére nincs sziikség, hiszen a martingdlmérték — ami egy a replikalhaté kovete-
lések terén értelmezett arazoéfunkcionalt reprezental — a pénziigyi eszkozok araibol mar
meghatarozhatd. Ehhez csupan fel kell hasznalnunk azt a feltételt, miszerint tetszéleges ér-
tékpapir — specidlisan az 6sszes Arrow—Debreu-értékpapir — elsé periddusbeli egyensulyi
ara éppen a kockazatmentes értékpapir hozama szerint diszkontalt méasodik periodusbeli
aranak a kockazatsemleges mérték szerinti varhato értéke. Ezzel elérkeztiink egy fontos
problémahoz. Ha az arazofunkcional meghatarozasahoz sem az egyensuly feltételére, sem
a fogyasztok preferenciaira nincs sziikség, akkor vajon mi az a konzisztenciafeltétel, ami
lehetdleg az egyensulynal enyhébb megkotést jelent, és egyttal biztositja az arazéfunkci-
onal Iétezését. Ebben az 6sszefliggésben vezetik be az arbitrazsmentesség, illetve altalanos
valdszinliségi mez0 esetén az életképesség vagy a nincs ingyenebéd fogalmait.

Ross [1978] belatja, hogy az arbitrazsmentesség feltételének teljesiilése ekvivalens
azzal az allitassal, hogy egy, a replikalhato kovetelések terén értelmezett linearis funk-
ciondlnak létezik egy, az Osszes elképzelhetd feltételes kovetelések terére valo kiter-
jesztése, amely szigoriian pozitiv, vagyis amely minden Arrow—Debreu-értékpapirhoz
pozitiv szamot rendel.

Mint emlitettiik, a Radner-féle megkdzelitésben az arazéfunkcional meghatarozasdhoz
elegendd csupan a befektetéi haszon maximumanak elsérendi feltételét felhasznalni. Ez
a megfigyelés motivalja az Ggynevezett életképesség fogalmat (Harrison—Kreps [1979],
Kreps [1981], Bellini—Frittelli [2002], Pliska [1997] és Loewenstein—Willard [2000]). Ak-
kor mondjuk, hogy egy piac életképes, ha létezik egy replikalhato kifizetés és egy ahhoz
tartozo — a replikalhato kifizetések terén értelmezett — konvex és folytonos preferencia-
rendezés, amely szerint az adott kifizetés minden mas replikalhato kifizetéshez képest
gyengén preferalt. Harrison és Kreps a fent idézett cikkiikben belatjak, hogy egy altalanos
— tehat nem feltétlentiil véges valosziniliségi mezds — modellben pontosan akkor teljesiil az
életképesség, ha a replikalhato kovetelések terén értelmezett linedris funkcionalnak 1éte-
zik egy, az 0sszes elképzelhetd feltételes kovetelések terére vald szigortian pozitiv, vagy-
is az Arrow—Debreu-értékpapirokhoz pozitiv szamot rendeld kiterjesztése, utobbi pedig
ekvivalens azzal, hogy létezik az ekvivalens martingdlmérték. Ezt 6sszevetve Kreps mar
idézett eredményével — azzal, hogy az ekvivalens martingalmérték 1étezése egyenértékii
a nincs ingyenebéd feltétellel —, kapjuk, hogy egy modell pontosan akkor életképes, ha a
modellben nincs ingyenebéd. Mivel az életképesség fogalma konvex preferenciakat felté-

26 Ezen arakat természetesen nem tekintjiikk a modell altal adottnak.
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telez, ezért ez az ekvivalencia azt sugallja, hogy a nincs ingyenebéd megkdtés valdjaban
kockazatkeriild befektetdket feltételez. Késobb latni fogjuk, hogy a nincs ingyenebéd fo-
galma sokkal kozvetlenebb modon is kapcsolatba hozhaté a preferenciak konvexitasaval,
ehhez azonban az Orlicz-terek elméletét kell segitségiil hivni.

Sztochasztikus dominancia és piaci ingyenebéd

Lattuk tehat, hogy az arbitrdzsmentesség feltevése implicit modon annyit feltételez a befek-
tetokrdl, hogy azok preferenciarendezése monoton, hiszen egy arbitrazslehetéség minden
monoton preferenciakkal rendelkezé befekteté szamara kivanatos. Azt is lattuk, hogy az
¢életkeépesség ekvivalens a nincs ingyenebéd feltétellel, amit Ggy is értelmezhetiink, hogy
a nincs ingyenebéd feltétel a preferenciak konvexitasat feltételezi. Felmeriil tehat a kérdés,
hogy létezik-e egy egységes fogalmi keret, aminek segitségével az arbitrazsfogalmak ko-
zotti eltérések a preferenciak eltérd voltara vezethetdk vissza. Kézenfekvé megoldasnak
tlinhet a sztochasztikus dominancia mint fogalmi keret hasznalata. Azt mondjuk, hogy
egy kockazatos A kifizetés elsérendben sztochasztikusan dominalja a B kifizetést, ha min-
den novekvo és folytonos hasznossagi fiiggvénnyel rendelkezd befektetd gyengén prefe-
rélja A-t B-vel szemben. A sztochasztikus dominancia és az arbitrazs kapcsolatat vizsgalja
Jarrow [1986]. Megmutatja, hogy egy teljes piacon pontosan akkor létezik arbitrazs, ha
1étezik két specialis tulajdonsaggal rendelkez6 eszkodz, amelyek koziil az egyik egy bizo-
nyos értelemben sztochasztikusan dominalja a masikat. Jarrow konstrukciéja meglehetd-
sen bonyolult, de mindenesetre az els6 olyan probalkozasnak tekinthetd, ami formalizaltan
probal kézvelen kapcsolatot teremteni az arbitrazsmentesség és a befektetk preferencia-
janak monotonitasa kozott.

A sztochasztikus dominancia alapgondolatat fejleszti tovabb Frittelli piaci ingyenebéd
fogalma. Latni fogjuk, hogy a piaci ingyenebéd fogalom a kiilonbozd arbitrazsfogalmak?®’
lezarasoperatorait meghatarozo topologiafogalmaknak a befektetok hasznossagfiiggvényeit
jellemzo analitikus tulajdonsagait felelteti meg. A befektetd preferenciarendezését alapul
véve, azt mondhatjuk, hogy az arbitrazslehetdség azt jelenti, hogy nulla kiinduld vagyonnal
kereskedés révén egy olyan véletlen fkifizetéshez juthatunk, amely felbonthat6 egy w nem
negativ és egyuttal pozitiv valoszinliséggel pozitiv értéket felvevo kifizetés, valamint egy
olyan g véletlen kifizetés 0sszegére, amelynek varhatd hasznossaga — barmely monoton
hasznossagfiiggvényt alapul véve — legalabb akkora, mint az azonosan nulla kifizetésé. Ezt
a gondolatmenetet altalanositja Frittelli piaci ingyenebéd fogalma. Ahogy azt korabban lat-
tuk, az arbitrazsmentesség feltétele altalanos esetben nem garantalja az ekvivalens martin-
galmérték 1étezését, ezért egy erésebb feltételre volt sziikségiink, ehhez viszont béviteniink
kellett a kizarando arbitrazslehetoségek halmazat. A fenti megkdzelitést figyelembe véve,
ez megtehetd oly modon, hogy a fenti fvéletlen kifizetések esetében csak bizonyos monoton
hasznossagi fliggvényekre koveteljiitk meg a fenti tulajdonsagot. Ezen a ponton valik el a
Delbaen—Schachermayer-féle €s a Frittelli-féle megkozelités. Az elébbi ugyanis — mint azt
latni fogjuk — a befektetok hasznossagi fiiggvényeire vonatkozéan, a monotonitason tul,
csupan a folytonossagot koveteli meg, mig az utobbi a konkavitast is.

A piaci ingyenebéd Frittelli-féle fogalméanak definidldsdhoz tehat tételezziik fel, hogy
minden befektetdnek 1étezik egy vagyonra vonatkozo6 hasznossagfiiggvénye, és két keres-
kedési periddus van, a jelen és a jovo. Ahhoz, hogy a két megkdzelités kozotti parhuzamot
vilagosan lassuk, érdemes az arbitrazs korabban bevezetett fogalmabol kiindulni. A tovab-

27 1tt az arbitrazst tag értelemben hasznaljuk, tehat az arbitrazsfogalmak az arbitrazst, az ingyenebédet és az
elhalvanyul6 kockazat melletti ingyenebédet foglaljak magukban.
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biakban jeloljiik LT, -szal azon L>-beli feltételes koveteléseket, amelyek nullmértékii hal-
maztol eltekintve, minden kimenetel esetén nem negativ, valamint pozitiv valdsziniiség-
gel pozitiv kifizetést biztositanak a kdvetelés birtokosanak, de egy révid gondolatmenet
erejéig tegyiik fel, hogy a valosziniiségi mez6 végesen generalt. Egy L7, -beli w feltételes
kovetelést a jelenben eladva, nyilvan pozitiv jelenbeli bevételhez jutnank. Felmeriil a kér-
dés, hogy vajon egy alkalmas kereskedési stratégia segitségével ,,fedezhetd-¢” a bizonyta-
lan jovobeli w kotelezettség. Vagyis 1étezik-e egy alkalmas nem pozitiv kiindul6 koltségli
stratégia, amelynek f eredménye valamilyen értelemben dominalja, fedezi w-t? Ebben az
esetben egyfajta arbitrazsjovedelemhez jutndnk. Ha vissza akarjuk kapni az eredeti arbit-
razsfogalmat, akkor ez a dominancia egyszeriien azt kell hogy jelentse, hogy f > w, vagyis
hogy f— w nem negativ. Az arbitrazsstratégia létezése tehat ekvivalens egy olyan L7 -beli
w elem létezésével, amelyre teljesiil, hogy az Gsszes replikalhaté fkifizetésekre képezve
az f és a w fliggvények kiilonbségének minimumat, ezen minimumok maximuma nem
kisebb, mint nulla. Ezen maximalis tulajdonsaggal rendelkezd fkifizetésre nyilvanvaléan
az is teljesiil, hogy tetszdleges monoton hasznossagfiiggvényt feltételezve, az f— w kifi-
zetés varhatd hasznossaga legalabb akkora, mint az azonosan nulla kifizetés hasznossa-
ga, hiszen ezen varhato hasznossag a kiilonbo6z6 vilagallapotokbeli hasznossagok konvex
konbinacidja, aminek egy alsé korlatja a kifizetések minimumanak hasznossaga, ami a
feltevésiink és a hasznossagfiiggvény monotonitdsa miatt nem kisebb, mint a nulla ki-
fizetés hasznossaga. Megforditva, ha valamely L7 -beli w-re létezik egy replikalhato f
kifizetés, hogy barmely monoton hasznossagfiiggvényre az f'— w kifizetés varhatd hasz-
nossaga legalabb akkora, mint a nulla kifizetés hasznossaga, akkor az fés a w fiiggvények
kiilonbségének minimuma nem kisebb, mint nulla. Ellenkez6 esetben ugyanis egy olyan
monoton hasznossagfiiggvényt valasztva, amely a negativ szamokon —oo értéket vesz fel,
de mindenhol mashol véges értéket, erre a hasznossagfiigvényre vonatkozoan a f— w kifi-
zetés varhatd hasznossaga —oo lenne. A fentiek alapjan megallapithatjuk tehat, hogy f'egy
arbitrazst reprezental. Ezek alapjan mar definialhatjuk a piaci ingyenebéd fogalmat.

Azt mondjuk hogy egy piacon létezik a monoton novekvé hasznossagfiiggvényekre vonatko-
20 piaci ingyenebéd, ha létezik egy olyan, L7 -beli w kifizetés, hogy minden monoton névekvo
hasznossagi fiiggvény, és minden az eredetivel ekvivalens Q valoszinliségi mérték esetén

sup,. cEq[u(f—w)] > u(0).*

E gondolatmenettel véges allapottérre belattuk, hogy pontosan akkor Iétezik a mono-
ton novekvd hasznossagfiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd, ha létezik arbitrazs.
Természetesen a fentivel analog modon definialhaté a monoton névekvé és folytonos, to-
vabba a monoton és konkav hasznossagi fiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd fogal-
ma is. Frittelli [2004] megmutatja, hogy pontosan akkor 1étezik a folytonos és monoton
novekvo hasznossagfiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd, ha 1étezik elhalvanyuld
kockazat melletti ingyenebéd, ugyanakkor belatja, hogy egy tetszéleges lokalisan korla-
tos szemimartingal-modellben pontosan akkor nem létezik a monoton novekvo és konkav
hasznossagfiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd, ha létezik ekvivalens lokalis mar-
tingalmérték.”” Ez utobbi eredményre a tovabbiakban a Frittelli-féle alaptételként fogunk
hivatkozni. E ponton nyilvan felmeriil az olvasdban, hogy a klasszikus arbitrdzsmentessé-
gi fogalmak preferencidkkal torténd karakterizacidjat az tenné teljessé, ha a krepsi ingye-
nebéd fogalmat is sikeriilne a Frittelli-féle piaci ingyenebéd fogalmi keretében megadni.

* A képletben E,-val a Q valosziniiségi mérték szerint vett varhato értéket, C-vel pedig — korabbi jelolésiinkkel
Osszhangban — a nulla indulévagyonnal kereskedés révén elérhetd kifizetések halmazat jeloltiik.

2 Az eredményt Frittelli [2007] kiterjeszti tetszéleges, nem feltétleniil lokalisan korlatos szemimartingal-
modellekre.
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Nyugodtan allithatjuk, hogy ez nemcsak lehetséges, de az eredmény minden varakoza-
sunkat is felilmtlja. Klein [2006] ugyanis Orlicz-tér modszerekkel azt a meglep6 allitast
bizonyitja, hogy a krepsi ingyenebéd fogalma éppen a monoton ndvekvd és konkav hasz-
nossagi fiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd fogalmaval egyezik meg.

A Frittelli-féle megkozelités kovetkezményei

Vegylik észre, hogy a nincs ingyenebéd feltevés Klein-féle karakterizacioja révén koz-
gazdasagtanilag interpretalhatéva valt az az altalunk kordbban Kreps—Yan-tételnek ne-
vezett allitas, hogy egy lokalisan korlatos szemimartingalmodellben a nincs ingyenebéd
biztositja az ekvivalens lokalis martingadlmérték 1étezését. Mivel az L™ tér topologidja
finomabb, mint a nincs ingyenebéd fogalmaban szereplé gyengecsillag-topologia, ezért
a nincs elhalvanyulé kockazat melletti ingyenebéd feltétele joval enyhébb, mint a nincs
ingyenebéd feltétele. Ennélfogva, az emlitett konnyebb interpretalhatésag mellett, a
Delbaen—Schachermayer-féle bizonyitas egy fontos érdeme az, hogy az ekvivalens loka-
lis martingalmérték létezését egy igen enyhe feltétel mellett biztositja. Az arbitrazsfogal-
mak karakterizacidja alapjan ez ugy is fogalmazhato, hogy a Delbaen—Schachermayer-
tétel esetében az implicit modon feltételezett hasznossagfiiggvény-osztaly bévebb, mint
a Frittelli-tételben feltételezett fliggvényosztaly, ezért a folytonos és novekvé hasznos-
sagfliggvények szerinti piaci ingyenebédek halmaza sziikebb, mint a ndvekvo és konkav
hasznossagfiiggvények szerinti piaci ingyenebédek halmaza.*® Ezért a nincs novekvd és
konkav hasznossagfiiggvények szerinti piaci ingyenebéd feltételbdl kovetkezik a nincs
novekvo és folytonos hasznossagfiiggvények szerinti piaci ingyenebéd feltétel, ennélfog-
va az elobbi allitas matematikailag mélyebb. A nincs ingyenebéd fogalmanak Klein-féle
karakterizacioja alapjan tovabba megallapithatd, hogy a Frittelli-alaptétel tulajdonképpen
a Kreps—Yan-tételhez hasonldé mélységi allitas, és a két allitas ekvivalenciaja Orlicz-tér
modszerekkel egyszeriien bizonyithato.

Mivel mind a Delbaen—Schachermayer-tétel, mind a Frittelli-alaptétel az ekvivalens
arbitrazsmentességi fogalom valdjaban ekvivalens. fgy ha feltételezziik, hogy valamely
pénziligyi piacon az arrendszer monoton ndvekvo és konkav hasznossagi fiiggvénnyel ren-
delkezd befektetoket feltételezve konzisztens,* akkor ez a piac a nem feltétleniil konkav,
de folytonos €s novekvd hasznossagfiiggvényii befektetdk szamara mar nem tartogat j
arbitrazslehetdségeket. A Delbaen—Schachermayer-féle elmélet egy érdekes mondaniva-
16ja tehat az, hogy ebben az esetben a piac konzisztenciajanak vizsgalatakor a befektetok
hasznossagfiiggvényére vonatkozo konkavitasi megkotés nem jelent megszoritast. Vegyiik
¢észre a parhuzamot a mikrodkonomia dualitasi elméletének egy ismert kdvetkezményével!
A termeléselmélet dualitaselve szerint a koltséggorbébdl a technoldgia minden kozgaz-
dasagtanilag fontos tulajdonsaga leolvashato, ugyanakkor a koltségfiiggvényhez mindig
talalhato egy konvex inputkdvetelmény-halmaz, amibdl az szarmaztathat6. Ezek szerint
a technoldgia konvexitdsa nem tulsagosan megszorito feltételezés. Az imént kapott igen
érdekes kozgazdasagi tartalmu allitdsnak a bizonyitdsa azonban — mivel alapvetéen a
Delbaen—Schachermayer-tételen alapul® — gy tlinik, a sztochasztikus folyamatok altala-
nos elméletének felhasznalasa nélkiil nem lehetséges.

30 Vegyiik figyelembe, hogy a konkav fiiggvények folytonosak is az értelmezési tartomanyuk belsejében.

31 Vagyis nem létezik piaci ingyenebéd a Frittelli-féle értelemben.

32 Vagyis — a Kreps—Yan-tétellel és a Frittelli-féle alaptétellel ellentétben — a C kup topologiai tulajdonsagain,
ezért kozvetve, a C kupot definiald sztochasztikus integralfolyamatok halmazanak szerkezetén alapul.
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A szubjektiv valdosziniiség szerepe

Elfogadva Savage megkozelitését, az egyes vilagallapotokhoz hozzarendelt valoszini-
ségek a szereplok Iutrikon vett preferenciarendezésébdl szarmaztathatok, ezért ebbdl a
néz8pontbol a valoszinliségek és a preferenciak kérdése szorosan osszefiigg.” Eddig a va-
l16szintiségi mértékrol feltételeztiik, hogy az a modell kiilsé adottsaga, és a befektetok
errdl alkotott vélekedései azonosak. Harrison—Kreps [1979] azonban megjegyzi, hogy az
arbitrdzsmentesség definiciojahoz sziikséges valoszintiségek a befektetoknek a tényleges
valdszintségrol alkotott szubjektiv vélekedéseiként is interpretalhatok. Az idézett cikkben
a varhato hasznossag fogalma nem jelenik meg, ezért felmeriil a kérdés, vajon milyen sze-
repet jatszik az arbitrazselméletben a szubjektiv valdszinliség fogalma. A kockazatsemle-
ges arazas logikajabol kovetkezik, hogy az arazo6funkcional kiszamitasahoz nincs sziikség
az eredeti objektiv valosziniiségi mértékre, legfeljebb azt kell megkovetelni, hogy az ere-
deti mértékre vonatkozoan a diszkontalt arfolyamat — a valasztott modelltdl fliggden — pél-
daul It6-folyamat vagy éppen diffuzios folyamat legyen, ugyanakkor vegyiik észre, hogy
az arbitrazs fogalma invarians a valdsziniiség ekvivalens cseréjére vonatkozoan. Tobbek
kozott ezzel magyarazhatod, hogy bizonyos sztochasztikus kamatlabmodellek esetén az
alapegyenleteket mar eleve a martingdlmérték alatt szokas felirni. Ennek a gyakorlatnak a
buktatdira Medvegyev [2010] hivja fel a figyelmet.

Az eredeti — objektiv — valosziniiség irrelevanciaja azonban leginkabb az eszkdzara-
zas szemimartingalokon alapulé megkdzelitésében kristalyosodik ki. A szemimartin-
galok és igy a sztochasztikus folyamatok — Markov-folyamatoktol fiiggetlen — altalanos
elméletének® pénziigytani jelentdségére elészor Harrison—Pliska [1981] hivja fel a fi-
gyelmet. Megjegyzi, hogy példaul a Markov-tulajdonsaggal ellentétben a szemimartin-
gal-tulajdonsag az ekvivalens mértékcsere utan is megmarad, akarcsak az adaptaltsag,
az eldrejelezhetdség és a lokalis korlatossag. Ez tette lehetdve, hogy olyan elméletet si-
keriilt kiépiteni, amely nagyrészt invarians a mérték ekvivalens modositasara vonatko-
zoan, ami lehetdvé teszi a mértékeserén alapuld sztochasztikus analizisbeli modszerek
hatékony hasznalatat. Erdemes megemliteni, hogy az elhalvanyulo kockazat melletti
ingyenebéd L™ terének hasznalatat tobbek kozott az is indokolja, hogy az dsszes lehet-
séges L” terek koziil kizardlag ebben az esetben biztosithatd, hogy az arazéfunkcional
integralként valo reprezentalhatdsaga az ekvivalens mértékcserére nézve invarians tu-
lajdonsag legyen.

Mig a Delbaen—Schachermayer-elméletben a szubjektiv valdsziniliség gondolata csu-
pan a mérték ekvivalens valtoztatasaval szembeni invariancidban mutatkozik meg, a
Frittelli-féle megkdozelitésben — 1évén hogy alapvetden a varhatd hasznossag fogalman
alapul — mar egyértelmiien megjelenik, bar a szerzok a szubjektiv valdszinliség fogal-
mara explicit médon nem hivatkoznak. Frittelli ugyancsak a mértékcserére vonatkozo
invarianciat hangsulyozza azzal, hogy a piaci ingyenebéd fogalmaban szerepl6 relaciot
valdjaban nemcsak az objektiv valosziniiség, hanem az §sszes, az eredetivel ekvivalens
valoszinliség szerint vett varhato értékre is megkoveteli. Az igy kapott valoszintiségek

¥ Terminologiankban a Savage-féle elméletnek Mas-Colell és szerzétarsai [1995] altali felépitésére ta-
maszkodunk.

3 Koztudott, hogy Doob [1954] nyoman a martingalelmélet — bar nem jatszott fontos szerepet — mar az 6tvenes
években elvalt a Markov-folyamatok elméletétdl, a sztochasztikus integral elmélete azonban egészen Doléans-
Dade—Meyer [1970] megjelenéséig nem valt attol teljesen fiiggetlenné. Ez utdbbi eredmény a sztochasztikus ana-
lizis robbanasszer( fejlodéséhez vezetett a hetvenes és nyolcvanas években, igy kulcsfontossagunak bizonyult a
sztochasztikus analizis pénziigyi matematikai alkalmazhatoésaga szempontjabol, és ez vezetett el Harrison—Kreps
[1979] és Harrison—Pliska [1981] — cikkiink szempontjabol kiemelked6 szerepet jatszd — nevezetes eredményei-
hez (Jarrow—Protter [2004]). A Markov-folyamatoktol fliggetlen altalanos elmélet késobb nagyrészt Dellacherie—
Meyer [1976/1980] monografiajaban valt kidolgozotta.
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halmazat Frittelli a befektetok valoszinliségrol alkotott vélekedéseiként interpretalja, és
igy minden befektetd egy valoszinliségi mértékkel és egy a biztos kimeneteleken értel-
mezett hasznossagfiiggvénnyel azonosithat6. Abban az esetben viszont, ha a befekte-
toket a Savage-féle megkozelitésnek megfelelden nem a biztos kimeneteleken értelme-
zett hasznossagfiiggvényiikkel, valamint a valdsziniiségekrol alkotott vélekedésiikkel,
hanem a lutrikon vett preferenciarendezésiikkel azonositjuk, akkor a piaci ingyenebéd
definicidjaban szerepld valoszintiségek felfoghatdk ugy is, mint Savage-értelemben vett
szubjektiv valdszintiségek.

Osszegzés

Tanulmanyunkban attekintettiik az eszkdzarazas alaptételének fobb alakjait, bemutattuk,
hogy ez a tobbé-kevésbé ismert gondolat miként kapcsolodik az altalanos egyensulyel-
mélet gondolati rendszeréhez, valamint hogy a két tudomanyteriilet analoég topologiai
problémakat vet fel. Ramutattunk, hogy bar a modern arbitrazselmélet szokasos Wiener-
folyamatokon alapul6 tankonyvi targyalasai részben elfedik a pénziigytan és a klasszi-
kus kozgazdasagtan kapcsolodasi pontjait, és az arbitrazselmélet miivelése egyre inkabb
a matematikusok ¢és fizikusok privilégiumava valik, éppen a legaltalanosabb, igynevezett
szemimartingal-modellekre vonatkozé legujabb eredmények teszik lehetové a két tudo-
manyteriilet kdzti analogidk mélyebb megértését.

El6szor ismertettiilk az arbitrazsmentesség klasszikus fogalmait: a nincs arbitrazs,
nincs ingyenebéd €s nincs elhalvanyuld kockazat melletti ingyenebéd fogalmakat, és
a fontosabb kapcsolodd eredményeket, majd ramutattunk, hogy a martingdlmérték az
egyensuly feltételébol természetes modon mint arfunkcional szarmaztathato. Mondani-
valonk szempontjabol kiilonleges jelentdségli az €letképesség fogalma, amely az egyen-
sulyfeltételnek egy gyengitése, de mar — 1évén hogy a nincs ingyenebéd feltétellel ek-
vivalens — biztositja a martingalmérték létezését. Az életképesség fogalma a befektetok
preferenciainak konkavitasat tételezi fel, ami eldrevetiti azt a sejtést, hogy mig az arbit-
razsmentesség lényegében egyet jelent a monoton preferenciak feltételezésével, a nincs
ingyenebéd feltevése kockazatkeriil befektetdket feltételez. Ezt az értelmezést azonban
megneheziti az életképesség és az arbitrdzsmentesség fogalmainak eltérdé szemléletmaod-
ja. A feltételezett kapcsolat tisztazasdhoz a piaci ingyenebéd Frittelli-féle fogalma nyjt
segitséget. Lattuk, hogy pontosan akkor 1étezik a monoton névekvd hasznossagfiiggvé-
nyekre vonatkozd piaci ingyenebéd, ha 1étezik arbitrazs, valamint pontosan akkor 1étezik
a folytonos és monoton névekvé hasznossagfiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd,
ha létezik elhalvanyuld kockazat melletti ingyenebéd, ugyanakkor érvényes az ugyne-
vezett Frittelli-féle alaptétel: tetszoleges lokalisan korlatos szemimartingal-modellben
pontosan akkor nem Iétezik a monoton névekvé és konkav hasznossagfiiggvényekre vo-
natkozo piaci ingyenebéd, ha Iétezik ekvivalens lokalis martingdlmérték. Végiil pedig a
sejtésiink igazolasaképpen belathato, hogy pontosan akkor Iétezik monoton névekvo és
konkav hasznossagi fiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd, ha létezik ingyenebéd,
vagyis kozgazdasagtanilag interpretalhatova valt, és a Frittelli-féle alaptétel révén 1j
bizonyitast nyert a korabban emlitett ugynevezett Kreps—Yan-tétel. A Frittelli-féle meg-
kozelitésnek a legérdekesebb kovetkezményét azonban az jelenti, hogy a meglehetdsen
technikai jellegi Delbaen—Schachermayer-tételnek egy egészen ujszerti kdzgazdasagi
zetesen, hogy a pénzpiac konzisztencidjanak — vagyis a nincs piaci ingyenebéd feltevés
teljesiilésének — vizsgalatakor a befekteték hasznossagfiiggvényére vonatkozo konkavi-
tasi megkdtés nem jelent megszoritast.
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