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DOBOS IMRE

Dinamikus optimalizalds és a Leontief-modell

A tanulmany a variaciészamitas gazdasagi alkalmazasaibdl ismertet harmat. Mind[]
harom alkalmazas a Leontief-modellen alapszik. Az optimalis palyak vizsgalata utan

arra keressiik a valaszt, hogy az Euler-Lagrange-differencialegyenlet rendszerrel

kapott megoldasok valéban optimalis megoldasai-e a modelleknek. Arra a kovetkez[]
tetésre jut a tanulmany, hogy csak pétlolagos kbzgazdasagi feltételek bevezetésével

hatarozhaték meg az optimalis megoldasok. Ugyanakkor a megfogalmazott feltétel[]
lek segitségével az ismertetett modellek egy altalanosabb keretbe illeszthet6k. A tall
nulmany végsé eredménye az, hogy mind a harom modell optimalis megoldasa a

Neumann-sugarnak felel meg.*

Journal of Economic Literature (JEL) kod: C67, D5, D57, 04, 041.

A varidci6szamitis alkalmas arra, hogy id6fiiggd, azaz dinamikus megolddsokat allitson
el6 kozgazdasagi probléméakra. A tanulmanyban harom dinamikus optimalizalasi (varial
ciészamitasi) feladatot mutatunk be, amelyeket a Leontief-modellbdl szarmaztatott Brody
[1980, 2002], valamint Abel [1981]. A célunk mindezzel a varidciészamitds alkalmazhal
tosdganak vizsgalata linearis vagy annak latszé6 modellekben.

Az els6 modell Brody [1980] konyvébdl szarmazik, amelyben a szerzd rendszerének
mozgasegyenleteit vezeti le. Az itt optimalizdland6 funkcional az idSben dsszegzett 6sszes
nyereséget tartalmazza, eltekintve att6l, hogy azt mely dgazatok allitottdk el6. Ez a mol
dell az arak és a termelési szintek olyan meghatarozasat keresi, amelyek mellett az 6sszes
jovedelem a gazdasdgban maximalis.

A kovetkezd dinamikus problémat, amely varidciészdmitassal kezelhetd, Abel [1981]
cikkébdl vettiik. A tanulméany a gazdasigban jelenlévé altalainosabb munkamegtakaritdsi
elvet vizsgilja egy dinamikus modellben. Az 4ltalainos modell egy alkalmazédsaként a zart
dinamikus Leontief-modellt tekinti a szerzd mintanak. Ezt a linearis modellt targyaljuk itt.

Az utolsé modellben tjra Brody [2002] egy munkdjat allitjuk a vizsgéalat kdzéppontjall
ba. Broédy e munkdjaban a ciklust tanulmanyozta, és Goodwin ciklusmodelljeinek szellel
mében egy linedris differencidlegyenletet tartalmaz6 modellben mutatja be a ciklus kialall
kulasat és mozgasait. E differencidlegyenletbdl szarmaztathatd egy optimalizalasi fell
adat, ahol a rendelkezésre all6 és beruhazott termékek kiilonbségét optimalizaljuk.

E harom kiilonbozé modell elemzése a varidcidszamitashoz (Kdsa [1970], Leitmann
[1981]), vagy optimadlis iranyitashoz (Pontrjagin és szerzotdrsai [1968]) vezet. A variall
ci6szamitassal nyerhet§ megoldast az Euler-Lagrange-differencidlegyenlet szolgéltatja,

* A szerzG koszoni Abel Istvannak és Simonovits Andrdsnak, hogy a tanulméany egy korabbi valtozatat
elolvastdk, és javaslataikkal hozzdjarultak a dolgozat érthetéségének javitdsdhoz.
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mig optimalis irdnyitas esetén a Pontrjagin-féle maximumelv ad megoldast. Pontrjagin
és szerzotdrsai [1968] bebizonyitotta, hogy minden varidcioszamitasi feladat atalakithat6
optimalis iranyitasi feladattd. Sokan tartjdk az optimalis irdnyitis elméletét a modern
varidcidészamitasnak. A varidciészamitasban azonban nehéz megallapitani, hogy az Euler-
Lagrange-differencidlegyenlettel kapott megoldas valéban optimdlis-e. A szdban forgd
harom modellben ezt fogjuk vizsgalni, valamint azt elemezziik, hogy milyen pé6tldlagos
kozgazdasagi feltételek sziikségesek az optimdlis megoldasok 1étezéséhez.

Az optimalitashoz sziikséges kiegészito feltételek

A bemutatisra keriild dinamikus Leontief-modellekben a kovetkez§ jeldléseket alkall
mazzuk:

A n X n-es nemnegativ matrix a foly6 raforditdsok matrixa,

B n X n -es nemnegativ matrix a t6kebefektetések matrixa,

x(f) n-dimenzids nemnegativ vektor az dgazatok termelési szintje,

p(®) n-dimenziés nemnegativ vektor az arvektor,

m(f) fel nem hasznalt termékek mennyisége, n-dimenziés nem negativ vektor,

T a tervezési idShorizont hossza, nemnegativ.

A termelési szint és az arvektor id6 szerinti derivaltjat jelolje a folottiik 1év6 pont.
A matrixok és vektorok transzponaltjat vesszével jeloljik. Feltételezziik, hogy az A méatd
rixnak 1étezik nemnegativ Leontief-inverze, azaz (I - A)™' > 0 (Brody [1969]).

A fenti jelolések segitségével tovabbi kozgazdasagi feltételezésekkel éliink. ElGszor a
gazdasdgban megtermelt termékmennyiségre tesziink nemnegativitasi feltételeket. Azt
tételezziik fel, hogy a brutt6 kibocsatas [x(#)] nagyobb, mint a brutt6 kibocsatashoz sziikll
séges termeld felhasznalds [Ax(7)] és a termelés bdvitéséhez sziikséges eszkdzok [Bx(#)]
Osszege, vagyis

(1) > Ax(t) + Bx(2). (1)

Ez az 0sszefiiggés azzal is indokolhatd, hogy csak a rendelkezésre all6 termék mennyill
ségét lehet termel felhaszndlasra és az eszkdzok bévitésére hasznalni. Egy masik feltél
telezéslink az, hogy a fel nem hasznalt termékek Gsszege nem lehet nagyobb, mint egy
elére megadott mennyiség, azaz

x(t) — Ax(t) - Bx(¢) < m(?). 2)

Ezzel a feltétellel a gazdasdgban esetlegesen fellépd pazarlds nagysdganak allitunk
korlatot.

Az arvektorokra is tehetd feltétel, aminek alapjan az egységnyi raforditas [p(r)’A] és
az arvaltozasabol eredd nyereség [p(z)’B] Osszege nem emelkedhet a piacon kialakult
arak, p(r) folé:

Py 2p(t)-A+p(r)-B. 3)

Az (1)-(3) feltételezések segitségével oldjuk meg a dinamikus optimalizalasi feladatall

inkat, és eldallitjuk az optimalis trajektoridkat.
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A nyereségmaximalizalé modell

Brédy Andras Ciklus és szabdlyozas cimd konyvében (Brody [1980]) tett kisérletet a
Goodwin-féle ciklusmodell Leontief-féle modellekre torténd alkalmazdsira. A ciklust a
gazdasag szereplGinek nyereségmaximalizalé viselkedésébdl vezette le. E modell
nyereségfunkciondlja harom tényezdbdl All:

- a piacon realizalt nyereség p(¢)’(I - A)x(¢) alakban felirhat6 része,

- a készletek és befektetett eszkdzok arvaltozasibol eredd nyereség, amely p(z)'Bx(r)
alaku és a

- a termelés bGvitésére forditott eszkozok p(z)Bx(r) koltsége.

E harom tényez6bdl all el§ az id6ben kummulalt nyereség:

I(p.x) = j[P(l)' ((I-A)-x()+p@)-B-x(t) - p(t) - B-x(1)]dt, “)

amit maximalizalni szeretnénk, ahol I(p, x) az optimalizaland6 funkciondl. Ezt a funkcill
onalt el§szor a varidcidszamitasbol ismert Euler-Lagrange-féle differencidlegyenlet-rend
szerrel oldjuk meg.

A cél tehat a gazdasagban képzGdd Osszes nyereség maximalizalasa. Alakitsuk at a (4)
funciondlban szereplé L[p(?), x(¢), p(¢), x(¢)] integrandust a kovetkez$ alakra:

Llp(1), x(2), p(2), X(1)] =

1 . 0 I-Af|p@®) , |0 =B [p@®)
5 [p®) x(t)]-[l_ Ao HX(I)]HPU) X(t)]~[B, 0 H’i(f)]‘

Ez az alak azért lesz hasznos, mert ebbdl az Euler-Lagrange-differencialegyenlet rendl
szert konnyebben szarmaztathatjuk. Alkalmazzuk most az optimalitds sziikséges feltételét:

oL [0 1-A][p®] [0 -B] [p()
S, x( PO X0 DO, "(’)]‘[1_ v o HX([)HB, 0][X(t)],

valamint

oL ) ... | 0 B . p(®)
b0y, (o P X0 PO XOI= [ B 0} Lm} :

amibdl az Euler-Lagrange-differencidlegyenlet rendszert felhasznalva

oL . . d oL . . _
m[l’(ﬂ» x(1), p(?), X(U]‘am[l’([), x(1), p(?), x(1)] =0,

a kovetkezd linearis differencidlegyenlet-rendszert kapjuk az optimum sziikséges feltételel

ként:
0 I—A.p(t)+0 —B.p(t)_ 0 B.p(t)_O
I-A" 0 x)| |B 0 ||x@0)] |-B o] |x@®)]| 0]
ami egyszer( atrendezéssel

(I-A)-x(1)-2-B-x(r) =0,
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(I-A") p(t)+2-B - p(t)=0.

Az ilyen tipusu differencidlegyenlet-rendszerek megoldasit mutatta be Dobos [2007].
Szorozzuk most be az elsG egyenletet a p’(f) arvektorral, mig a masodikat a tevékenységi
szintek x’(f) vektoraval. Ekkor

) p(t) - (I-A)-x(t)-2-p(t) - B-x(1) =0,
és
x(t) - A=A -p@®)+2-x(t)- B -p(t)=0.
Osszegezve a két egyenl§séget, kapjuk, hogy
p(t) - (I-A)-x(t) +x(t) - B'-p(t) —p(t) - B-%(t) = 0.

A szogletes zardjelben 1évS kifejezés azonos az (4) funkciondl integrandusaval. A
kapott feltétel tehat azt jelenti, hogy ennek az integrandusnak az extremalis megoldasban
nullaval kell azonosnak lennie, vagyis

Ilp*(0), x* (0] =0,

ahol [p’(¢), x°(¢)] jeloli a staciondrius megoldast.

Ezt az eredményt kapta Brody [1980] is, jollehet formdlisan nem a variici6szamitas
Euler-Lagrange-féle sziikséges feltételét alkalmazta. Ezen a forman végezte aztan a cikl
lus alakjat vizsgal6 analizisét is. De ez valdban az optimalis megoldasa a (4) varidcioszal
mitési feladatnak?

A kovetkezSkben egy numerikus szampélddn azt fogjuk megmutatni, hogy ez nem
lehet optimalis, csak staciondrius megoldas, tehat a problémat tovabb kell vizsgalni. A
numerikus példa adatai Brody [2004] tanulmany4bol szdrmaznak. Legyenek a rendszer
matrixai

0,6 0,2 0,2 35 2
A=|01 03 02], B=|0 0 0]
02 03 0,2 01 10

Ekkor a kovetkez$ két differencidlegyenlet-rendszert kell megoldani az optimumot
ado trajektoridk elGallitdsdhoz:

35 27 [x(@) 04 -02 -02] [x,()
210 1%,@)|=]-01 07 -02||x,¢)|, e [0,35],
0 1 10| |%,()] [-02 -03 08 | |x,(t)
XI(O) 3
x,0)|=]1],
X3(0) 2

0] [p,@)] [04 -01 -02][p, )
2:05 0 1[|p,()|=]-02 07 -03||p,(®)], e ]0,5],
2 0 10| |p,@)] [-02 -02 08 ||p,@)
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p.0)] [1
pz(o) =|1].
p;(0)] [1
Ezek megoldasa
Xl(t) i-t 3 pl(t) L-t 1
x,(f)[=e® | 1], p,t)|=e® 1|, € [0, 5],
x,(1) 2 p;(t) 1

vagyis ebben az esetben a megoldiasok a Neumann-sugiron fekszenek, vagyis
nemnegativak. A nyereségfuncional értéke a stacionarius megoldasra: I(p, x) = 0. Ugyanl
akkor, ha veszlink egy olyan lehetséges megoldast, amely konstans a tervezési id6horill
zont mentén, nevezetesen a kezdeti értékkel egyezik meg:

x,(0)] [3 p,()] [1
%) =1, p,(@)|[=|1|. 1€ [0,5],
X3(t) 2 ps(t) 1

akkor tudjuk, hogy x(#) = p(¢) =0. Ebbdl kovetkezik, hogy
5 5
I(p, x) = j[p(t)’ (I-A)-x(1)]dt = j1,3 dt =65.
0 0

Tehat azt kaptuk, hogy az Euler-Lagrange-differencidlegyenlet rendszert kielégitd ter
melési és arvektorok nem adnak maximélis Osszes nyereséget a gazdasagra nézve, mert
létezik ennél legalabb egy jobb trajektoria. Ez azt is jelenti, hogy a maximadlis nyereség
eléréséhez tovabbi kozgazdasagi feltételeket is teljesitenie kell a gazdasagnak. Azt mutatll
juk meg, hogy a (2) és (3) feltételekkel az optimalis megoldas elGallithat6.

Alakitsuk 4t a (4) funkcionalt a kévetkez6 modon:

I(p, x) = f{P(l)'-[(I—A)-X(t)—B-X(l)]ﬂ')(l)'-B-X(l)}dl-

A (2) és (3) egyenlétlenségeket szorozzuk meg most a nemnegativ arvektorral és a
nemnegativ termelési szintek vektordval. Ekkor azt kapjuk, hogy

p(t) -m(t) 2 p(t)" - [(I-A)-x(t) - B-x(?)], (5)
valamint
p(t)-(I-A)-x(t) 2 p(t) - B-x(1). (6)

Az Osszes nyereségre tehat a kovetkezd felsGkorlat adodik:

J{P(t)'~[(I—A)-X(f)—B~X(t)]+I')(t)'-B-X(f)}df <
0

< [{p@y - m@)+p() - (A= A)-x()}ar.
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Ez azt jelenti, hogy a maximumot a nyereségfunkcional akkor éri el, ha az (5) és (6)
egyenldtlenségek szigort egyenlGségre teljestilnek, ami egyben maga utdn vonja a (2) és
(3) egyenlétlenségek szigord egyenlGség voltat is. Az optimdlis trajektoridkat tehat az

x(1) = A -x(1) + B-x(t) + m(2),

p(ty =p(t)Y-A+p(t)-B

differencidlegyenlet-rendszerek megolddséaval éllithatjuk el6. A megoldast explicit forll
maban Dobos [2007] mutatta be.

A munkamegtakarité elv

Abel [1981] tanulmanyaban a Brody [1969] altal modellezett marxi munkaérték-elmélet
alapjan mutat be egy varidcidszamitasi modellt. A modell alakja a kovetkezG:

L(x) = j[p(t)'- (I-A)-x(1)—p(r)"- B-X(1)]dr — extremal.

Ez a modellforma annyiban kiilonbozik a Brody [1980] altal javasoltt6l, hogy itt az
arvaltozasbol eredd nyereség nem szerepel az integrandusban, és a profitmaximalizalas
helyett a munkamegtakaritast kell maximalizdlni. A modell feléllitisakor feltételezziik,
hogy az arak p(f) vektora ismert, amint azt Abel [1981] is feltételezte.

Az Euler-Lagrange-féle differecidlegyenlet-rendszert alkalmazhatjuk a feladatra, amint
azt Abel [1981] is tette. Az extrémum sziikséges feltétele tehat

(I-A)-p)+B"-p(t)=0, te [0, T]. (7

Ezzel az Osszefiiggéssel tehat csak az arakra tehetiink feltételezést, és nem a termelési
szintre. Mivel az arak exogén valtozok, ezért azok el8re ismertek. Az drakra viszont
ekkor a p(t) = e’ -p Osszefiiggés tehetd, ami Brddy [1969] konyvében is megtallhato.
A L érték és p vektora (I-A")-p+A-B’-p =0 sajatérték-feladat nemnegativ megolll
désai. De térjlink vissza a modellhez és tegylik fel a kérdést, hogyan alakulna ugyanakl
kor ez a sziikséges feltétel, ha az arvektor nem elégitené ki a (7) differencidlegyenletl
rendszert! Tételezziik most fel, hogy a p(#) arvektor nem elégiti ki a fenti differenciall
egyenlet-rendszert, de idSben differencidlhaté fiiggvény. Ekkor az integralt a kovetkel
z6k szerint alakithatjuk at:

_[[p(t)'~(I—A)'X(l)—p(l)'-B~X(l)]dt =

= J[{P(t)'~(I—A)+P(I)"B}‘X(t)]dt—[p(t)'~B‘X(t)]§-

A minimalizalast igy csak akkor tudjuk elvégezni, ha minden idSpontban létezik a
kovetkezd feladatnak minimuma:

min [{p(®)"- (I-A)+ p(?)"- B} - x(1)].

x(1)=0
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A kovetkezd alakud lehet a minimumfeladat egyik megoldasa:

Xo(,)_{o p(2)-(I-A)+p(y-B=0

+eo p(1)-(I-A)+p(t) - B<O,

ami azt jelenti, hogy amennyiben a termelési szintek vektora feliilr6l nem korlatos, akkor
csak egy specidlis trajektoria 1étezik.

Valasszunk most egy masik utat az optimdalis megoldas elallitdsahoz! Mivel ebben az
esetben a célfunkcionalt nem maximalizalni kell, hanem minimalizalni, ezért alkalmazO
hatjuk a minimalizal4shoz az (1) egyenl6tlenséget. A minimalizéalas azért lesz kitizott cél
ebben a modellben, mert a munkamegtakaritdst maximalizaljuk, azaz a termékvesztesél
get minimalizéljuk. Az als6 korlat az integrandusra a kovetkezd lesz:

J.[p(t)'~(I—A)-X(t)—p(t)'-B-X(t)]dt 20.

Mivel az ismert arvektor nemnegativ, és az (1) egyenlStlenség is nemnegativ, igy az
optimumot, azaz a nullat az L(x) funkcional akkor veszi fel, ha az (1) egyenlStlenség
szigort egyenlGséget vesz fel, vagyis

x(t) = Ax(7) + Bx(?).

Ez az alak pedig nem mas, mint a zart dinamikus Leontief-modell. A megoldas kdnnyen
elGéllithatd Dobos [2007] cikkében adott mddszerrel. Az optimdlis trajektéria a Neul
mann-sugaron fekszik.

A mozgisegyenletek és a variaciéoszamitas

Most attériink a bdvitett Gjratermelés ciklikus palydja modelljének vizsgélatara (Brody
[1997]). A modell matrixai és valtoz6i, amelyek a gazdasag ciklusait generaljak:

I -B 0 -dI-A t
s=| U 7Bl ko O =M PO
-B 1 I-A 0 x(t)
A gazdasag mozgasegyenlete ekkor

S-u(t) = K - z(¢). ®)

A Brody [2002], [2007] altal felvazolt varidcidszamitasi modell alakja az alabbi médon
alakul:

j [z(t) - K -2(t) — 2(t) - S - 2(t)] df — max.
0

Az integrandus ebben az esetben a rendelkezésre all6 és beruhdzott tobblet egyenlege,
amit maximalizalni kell. Kisebb atalakitdsok utdn az integrandus a kovetkezd format
veszi fel:

;[0 —a-A)] [po) , [ 1 -B][p®)]_
[p(1) "(”]'[I_ N o me]‘“’(’) x(r)]-[_B, | ]'[X(O}
_4

‘ L ey e+ L xay -
= PO B-x() -3 [ 5 PO P+ x() x(r)].
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Mindezek alapjan a célfunkcional alakja:
T
j [z(t) - K - z(t) — 2(t) - S - 2(1)] df =
0

“d o, 1 [a d B
—Hdtp(t) ~B-x(t)—2-[dz p(?) ~p(t)+Ex(t) -x(t)]}dt =

- [p(T>'~B~x(T>—;-p(T)’-p(T)—;-x(T)’-x(T)]—

—[p(oy-B-x(O)—;-p(0>'-p<0)—;-x<0>’-x<0>].

Ez azt is jelenti, hogy a feladat ebben az esetben nem mads, mint a tervezési idShorizont
végén rendelkezésre all6 p(T)'Bx(T) készletek értékosszegének, valamint a termelési
szintek és az arvektor négyzetdsszege kiilonbségének a maximalizalasa, az (1) és (3)
mellékfeltételek mellett. A probléma tehat a kovetkez6 formaban irhaté fel:

p(T)

4 7 _I B
[p(T) X(T)]|:B, —I}[x(T)

:| — max,

valamint
x(1) 2 A-x(t)+B-x(1),

p(t) = p@)-A+p@)-B.

A feladat ebben a formdjaban tehat egy kvadratikus célfiiggvényd dinamikus kozgaz
dasagi probléma, amelynek az optimalis megoldasat keresstk.

A feladat 1ényegét tekintve a hagyomdanyos ,turnpike” elmélethez vezet, amelyet
Dorfman és szerzotdrsai [1958] irt le el§szor. A probléma matematikai tulajdonsagainak
targyalasat diszkrét modellben 1asd példaul Aszmanov [1984]. A matematikai részletek
mellézésével felirhaté a probléma optimalis megoldasa, amely nem mds, mint az drakra
és termelési szintekre a Neumann-sugér, azaz

x(f)=e"" X,
és

p(r)=e"" P,
ahol X a zart dinamikus Leontief-modell jobb oldali, mig p a bal oldali sajatvektora, és
A a legnagyobb novekedési rata.

Vizsgéljuk most meg a (8) linedris differencidlegyenlet-rendszer lehetséges megoldasait,
amint azt tette Brody [2004]! Ehhez a kovetkez$ sajatérték-feladatot kell megoldanunk:

AS-z=K-z.

Ehhez hasonl6 sajatérték-feladatot vizsgalt Dobos [2007] arra az esetre, amikor az S
matrix szingularis. Ebben a feladatban is elképzelhetd, hogy a matrix szinguldris, mégll
pedig akkor, ha az I - B’ - B matrix szinguldris. Most azt fogjuk belatni, hogy ha egy A,
sajatértéke a problémanak, akkor a -A, is sajatértéke. Ez azt is jelenti, hogy a sajatértél
kek vagy paronként valosak, vagy paronként tisztdn képzetesek.
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Tételezzik fel, hogy A, sajatérték és a hozza tartozd sajatvektor z,. Ekkor
A-S-z,=K-z,.
Vegyiik most ennek az egyenletnek a transzponaltjat:
Az -S =-7-K.

Mivel az S matrix szimmetrikus, ezért S = S, valamint a K matrix ferdén szimmetril
kussagabol kovetkezik, hogy K = -K. Hasznéljuk most ezt a két osszefliggést az elGbl
bi, transzponalt feladatra:

A-z,-S=-1z,-K,
ami atalakitas utan
A -z;-S=1z]-K.

Ez tehat azt jelenti, hogy ha A, sajatértéke a problémanak, akkor —A, is az. Rdadasul ha
z, jobb oldali sajatvektor, akkor z; bal oldali sajatvektora a feladatnak.

*

A tanulmanyban harom modellt tekintettiink at, amely a Leontief-modellre épiil§ gazdal
sagi elemzések és a dinamikus optimalizalds (varidci6szamitas) kapcsolatat vizsgaltak.
Azt kaptuk, hogy az ilyen modellekben pétldlagos feltételek sziikségesek az optimalis
trajektoridk megallapitisahoz. A pétldlagos feltételezések egyrészt a termelési szintekre
adnak korlatozdsokat, masrészt az drakra. A Leontief-modellen alapul6 dinamikus optill
malizélasi feladatok optimdlis megolddsa, amint azt a hdrom modellben lattuk, a Neul
mann-sugarhoz vezet.
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